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Moviment d'una particula

Un investigador, per estudiar el moviment d'una particula, I'ha il-luminat amb llampades de flaix
cada décima de segon (0,1 s) durant quatre segons. Aquesta és la fotografia a escala real:

1. Aproxima la velocitat de la particula en I'instant #=2s i troba la velocitat mitjana en els intervals
[2; 2,5] i [2; 2,1]. Per a aix0, pren mesures sobre la fotografia.

2. Calcula les velocitats mitjanes anteriors prenent valors sobre I'equacié del moviment d'aquesta

particula: e = %(t4 - 823 +18¢2)

3. Troba ara les velocitats mitjanes en els intervals [2; 2,001] i [2; 2,000001] prenent de nou valors
sobre 1'equacié del moviment de la particula. ;Podem considerar que aquesta ultima velocitat
mitjana és molt semblant a la velocitat instantania en #=2s?

1. La distancia que separa els punts en els instants #=2 i #=2,5 és de 12,5 mm; per tant, la velocitat és:

102” 55 ~ 25 mm/s = 2,5 cm/s
La distancia que separa els punts en els instants =2 i #=2,1 ésde 3,5 mm; per tant, la velocitat és:
(3):1 =33 mm/s = 3,5 cm/s
2. 5=2(21-8.29+18-2)=12em 132812
- vl=%=2,56cm/s
52:%(2,54—82353+182)52):13328CH1 ’
f=12cm 12,3712
- =;=3’77 /
s3=%(2,14—8-2,13+18'2,12)=12,37cm = 0,1 e
3 sy =12em 12,003997 — 12
Sy e 3 /
s4:%(2,0014—8-2,0013+18-2,0012)=12,003997cm ’ 0,001 BT ems
sp=12cm

~12,000004 —12

- v= =4cm/
55 =2-(2,000001% - 8-2,000001° + 18- 2,000001) =12, 000004 cm "=770,000001 s

i -
Si, podem considerar que aquesta tltima velocitat és molt semblant a la velocitat instantaniaen #=2s
perque l'interval de temps transcorregut és tan sols una milionésima de segon.
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ﬂ Mesura del creixement d'una funcid
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Fes-ho tu. TrobalaTVM de y= yx-1 en [1,2], [1,5] i [1, 10].

B

TVM [L, 5] - SO - _J4-J0 _1

5-1 4 2

- 90 520y

1 Cert o fals?
a) La TVM mesura el creixement mitja d'una funcié en un interval.

b) Si f és creixent en [a, b], la TVM en aquest interval és positiva, i si és decreixent, la TVM és
negativa.

¢) SilaTVMde f en [a, b] és 0, significa que f és constant en [a, b].
a) Cert.

b) Cert. El signe de la TVM depén només del signe del numerador. Si f és creixent f(6) > f(a), ales-
hores el numerador és positiu. Si f* és decreixent, f(6) < f(a), aleshores el numerador és negatiu.

¢) Fals. Només podem afirmar que f{a) = f(). Aixo no vol dir que sigui constant.

2 Trobala TVM de la funcié y = x% —8x + 12 en els intervals segiients:
(1, 2], [1,3], [1, 4], [1,5], [1,6], [1,7], [1, 8]

TVM [1, 2] - ﬂz;:{(l) -0=5 s

Cf-f1) 3.5
TVM[1 3] = S2E 355

TVM [L 4] - f“i:f‘” R

TVM [1, 5] = ﬂs;:{(l) -2

CfO-AD -5
TVM 1, 6] = Lo e - 022 -

-1 s5_5
TVM 1, 7] = == ——==¢==0

TVM [L, 8] = f®)—-f1) 12-5 1

8§-1 7
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3 TrobalaTVM de y = x2 — 8x + 12 en l'interval variable [1, 1 + h].

Comprova que, donant a h els valors adequats, s'obtenen els resultats de I'exercici anterior.

(1+h)- A1) _(1+h)2-8(1+h)+12-5 h2_6h _h(h-0)

TVM[1,1+h]=f A 0 0 A =h-6

Donant a h els valors 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, s'obtenen els resultats de |'exercici anterior.
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4 En la grafica, en verd, de la funcié y = f(x) adjunta, s'han assenyalat cinc punts: 4, B, C, D i E.

En cada un esta tracada la recta tangent, el pendent de la qual es pot calcular.

/ 7=f)
/
/ B,
p /
/d C /
y 4 /
A A\ //
\
E
D 77

Expressa els resultats usant expressions del tipus:

fla)=...
Per exemple, per al punt B:

f3) =
PUNT PENDENT

A fe8) -2

B fe3)=+

C F1)=-1

b JAOEES

E £1(10) =2
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B Obtencié de la derivada a partir de I'expressié analitica
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3

5 en els punts d'abscisses 1, -1 i 5.

Fes-ho tu. Troba la derivada de y = o

e fle - A
P = finy S
_ 3 )
f+h)= 1+h-2 "~
__3 __
)= T 7= 2

_ 3 5 _ 3h
f(l+h)—f(1)—h_1 (3)——h_1

3h
fA+h)-f1) h-1 3
h " h h-l

f= fim 32 =-3

Al A
S0 = h

.3 3
Sl ==

3
=55+

_ 3 (__h
fieleh)= =2 D=Po

h
S+ - f-1) ho3 g
h "~ h " h-3

RS B |
SN =573

f(5 + h) 15)

- £15) -

f6+M=5+§_2=h33

£5) = 25-1

£+ 0) —f6) = e -1-
h

5+ £5) T,
/0

+

h
Y= iy (1 \__ 1
f(s)_h/l—%< +3> 3
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Fes-ho tu. Troba la derivada de y = x? + 7x en els punts d'abscisses amb x=0, 1,2, 3,41 5.

(x+h)?

Sl ) = =8

+7(x+h)=x—2+xh+h—2+7x+7h
2 2
fle+h) —f(x) = xz+xh+hz+7x+7h—<xz+7x>=xh+hz+7h
2 X 2 2 2
h
Ax+h)— Ax) _xh+7+7h
h - h

Sl +h)— flx)
h

=x+%+7

= lim <x+£+7>:x+7
h 2

—

f16) = lim
FO)=0+7=7 f()=1+7-=8  f@=9  fG)=10 fd=11  f(5)=12

1 Cert o fals?

a) La derivada d'una funcié, y = f(x), en x = a és el pendent de la recta tangent a la grafica de la
funcié en aquest punt.

b) f'(3) = 0 significa que la tangent a la graficade y = f(x) en x =3 és paral-lelaal'eix X.
©) Sif'(2) > 0, aleshores f és creixent en el punt d'abscissa 2.

a) Cert.
b) Cert. El pendent de la recta tangent en x = 3 ¢és zero; per tant, la recta és horitzontal.

c) Cert, a causa de la inclinaci6 de la recta tangent a f en aquest punt.

2 Troba la derivada de y = % en el punt d'abscissa 2.

f(=2+h)- f(-2)
h

f'e2) = lim

_ 1 1_-2+h+2__ h
S 2= f(2) = 2(C2+h)  2h—4

h
f2+h)-f(2) . D2h_4 1
h = i S =

__1
4

f'e2) = lim

3 Troba la derivada de y = —2x + 4 en els punts d'abscisses -3, 0, 4 i 7. Explica per qué obtens en
tots els casos el mateix resultat.

f=3+h)— f(-3)
h

«£13) = lim
F(34h)—f(3) - 2(3+h) +4—10-6-2h—G6-—2h
3) = [ =2 _ _

fe3) = fim == =2

o )= f0)
f1O) = fim

FU) —f(0) =—2h + 4— 4 - —2h

) = lim =2h __
£ -

BARCAN®VA
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o riay g JU+h) = f4)
i - o TS

f4+h)—f(4)=-2(4+h)+4—(—4) =-8-2h+8=-2h

4) = lim —2h __
- i o

f7+h)- A7)

A —

f(7+h)—f(7)==2(7+h) +4—(-10) =14 - 2h + 14 = -2h

T
£ = fm == =2

Com que la funcié és una linia recta, creix o decreix sempre de la mateixa forma i, en ser la derivada una
manera de mesurar el creixement d'una funcid, aquesta ha de valer el mateix en tots els punts.

4 Troba la derivada de y = 3x*-5x+1 enels punts d'abscisses -2,-1,0, 1,2, 3,4,51i6.
Calculem la derivada de manera general i I'avaluem en cada un dels punts demanats.
v g flerh) = flx)
f6 = fim
fx+h)—f(x) =3(x+h)2-5x+h) +1-Bx%2=5x+1) =
=3x% + 6xh + 3h2 = 5x—5h + 1 = 3x2 + 5x— 1 = 3h? + Ghx - 5h

2
fm):g%éh;ﬂﬁi:ﬂl:$@§m+6x—ﬁ=6x—5

h
fi2) =-17
f(=1) =11

£ ==5
=1

f@=7

f'(3) =13
fi4)=19
£5)=25

£1(6) =31

BARCAN®VA
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E Funcié derivada d'una altra
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y=f(x)+5
1 Cert o fals?

Les rectes tangents en un punt qualsevol, x,, a les grafiques de y=f(x) i y=f(x) +5
s6n paral-leles.

=)

Aixo significa que les dues funcions tenen la mateixa funcié derivada. X,

Cert, perque, en ser paral-leles les rectes tangents en qualsevol punt, han de tenir el mateix pendent en
tots els punts.

2 Troba la derivada de f(x) = 3 i, a partir d'aquesta, calcula f'(4), f'(-1), f'(1) i f'(5).

x—2
3 3 x—2-x—-h+2
Sflx+h)— flx) _ x+h—-2 x-2 _3. (x+h-2)(x-2) _ -3
h h h (x+h-2)(x-2)
o faerhf) 5
S = fm, h = @+h-2)(x-2) (x-2)2
4y = =3
f==
(1) = =L
fe1 = 3
f'(1)=-3
(5) = =L
f'6)= 3

3 Troba la funcié derivada de f(x) = Yx —3 i calcula els pendents de les rectes tangents a la corba en
els punts d'abscisses x=4 i x=7.

Slx+h)— flx) _ Jx+h-3-Jx-3 _ Wx+h-3-yx-3)({x+h-3+{x-3) _

h h h(fx+h=3+x-3)

_ x+h-3—(x-3) _ 1
h(/x+h-3+yx-3) Jx-3+Jh+x-3

v g Jaerh) = fly 1 1

f(x)_h[% h _}{%«/x—3+«/h+x—3_2«/x—3

4y - L

f-1

7y - L

f'7) = 4

4 Troba la funcié6 derivada de f(x) = x> + x%.

Sl +h) - flx) _ (x+h)3+(x+h)2—(x+x?) =x3+3hx2+3h2x+h3+h2+2hx+xz—x§—x2

h h h
2 2 3 2
=3hx +3h th +h”+ 2hx =3x2+3hx+h?+h+2x

Sle+h)— flw)

v 1 o 2 2 _ 2.2
f(x)—h[li’}% o —}{%(396 +3hx+h?+h+2x) =3x" + 2x
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S En la férmula que serveix per trobar I'equaci6 de la tangent a la corba y = f(x) en un punt

y=f(a) + f'(@)(x—a)
digues el paper que exerceix cada una de les lletres que hi intervenen. De quina funcié és variable

independent la x?

a és1'abscissa del punt en queé es troba la recta tangent.

fla) és'ordenada d'aquest punt.

f'(@) és el pendent de la recta tangent o, també, la derivada de la funcié6 en el punt d'abscissa a.
x ¢és la variable independent de la recta tangent.

y ¢és la variable dependent d'aquesta recta.
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3 3/ 4
1 Calcula: a) DG b) D(%) 9D(x)  HDE?) o D(iﬁ;zﬁ)
X
a) D(x°) = 5x4

b) D(é) =D(x2)=-2x7= ;_g

0 D<3«/§)=D(x”3)=%x(“5)‘l:lx‘m: 1

3 33
3[2) - D(x2/3) -2, @3)-1_2 ~13__ 2
d) D(2) = D(x R S
o D(«/;-s*/;)zD(xS/z-x4/3)=D<x5/6>=ix(5/6)—1 _5
x? x? 6 6%x
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Fes-ho tu. Troba la funcié derivada de les funcions segiients:
a) f(x) = Sx*_2x2 +3x—-7 b) g(x) = J5x = 3/3x% c) h(x) = 3x
2%

Q) f(x) =5 4x> =2 2x+3=20x —4x + 3
b) g(x) = V5 e = 3 = 5 5112 - 33 403

o 5l 35 4 s 5 433
g’ =15 ¥ 3 37T x

3x ~4/3
c) hx) = =3x
x2 X1/3

) 4 _ 4 4
b (X) = 3'<—§>X 7/3=—ﬁ=—x23‘/§

Fes-ho tu. Troba la funcié derivada de les funcions segiients:
_ 5% _x*-3x+1 X -5x%+2x -1
a) flo) = 5= b) g(x) = Zex 3 ©) h(x) = S

2) flx) = é—5(54)x:1—§5625x

’ _L x _ln625 X
f(x) = 125625 n625= 125 625

b) g '(x) = (2x—3)-(x*+x—=3)— (x> =3x+1)-(2x +1) _ 20 —x? —9x+9—(2x° =5x? —x+1)  4x> _8x+8

(x*+x-3)2 (x*+x—3)2 C(x+x—3)2

) /7(x)=x2—5x+2—L
x

h'(x) =2x—5+ %
x

BARCAN®VA
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Troba la funcié derivada de les funcions segiients:
2 flx)=5x% + 7x-2{x

f'(x)=5-2x+7—2-ﬁ=10x+7—%

3 f(x) = {3 . €*

) = B33 e = 332

- s

_ 1 écosx
f(x)_ 24 X

1) =

X X o7 X X .
1 (Fcosx—e"sinx)2*—e*cosx2n2 1 Fcosx—e sinx—e cosxln2 _

? (2x)2 24 X
_1 .ex(cosx—sinx—anCosx)
24 2%
S fx)=x-3"-1gx
f'(x)=3"tgx+x-3In3-tgx+ x-ZSx
cos” x
6 flx) - log, x
0= ==
1 1 1
Foo- ?-m-x—logzx-l _m—logzx_ 1= In2 log, x
- x? - x2 YY)
3
7f(x)= 2x —2x+3
x
2.3 9 5.1 3,2
flx) = 2x x+x2 2x -5 x+3x
) 5 -3 5 6
S22+ 2 43.(2)xP=242 O
f'(x) +x2+ (-2) x +x2 3
2
8 - x4l
f(x) x?-1
i) = 2x(x2—1)—(x2+1)2x= 2x3—2x—2x3—2x= —4x
(x*-1)2 (x*-1)2 (x*-1)2
9 f(x) = (arc sin x)(x + 3)
f'(x) = 1 (x+3)+(arcsinx)-1= x+3 +arc sin x

1—x? V1—x?
10 f(x) _ arcsinx

cos x

% cos x — (arc sin x) (—sin x) sz cos x + (arc sin x) sin x

Fl() = I-x _Al-x _6052x+«/1—x2(arcsinx)sinx
B cos* x - 2 N

cos” x V1—x% cos*x
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x?.5%
x3

11 f(x) =

_ Lox
f=Ls
xn5-1
2

' __Lx lx _5x
%)= x25 +x51n55 .
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Troba la funci6 derivada de les funcions segiients:

12 £ = sin (- 5x+7)
F'(%) = (2x—=5) cos (x*> = 5x+7)

13 f(x) = ¥(5x +3)? = (5x + 3)*/3

10

' 2 -1/3
= 2(5x43) M52 10
f) 3(9€+ ) 33553

14 f(x) = sin? (3x+%
(a?)' =2a
D(:z’n2 (3x+%>)= (sin ) = cos Q.
(3v+ %) =3
m\ 36 n n
3x+—>-3—65m<3x+ 2)005(3x+ 2)

f'(x) = 2sin (3x + %) cos ( >
També, utilitzant la férmula del sinus de I'angle doble, podriem donar el resultat aixi

f'(x) = 2sin(3x+%>cos(3x+%>-3=3Sin(6x+7t)=—3sin6x
log x*
18 f(x) = -
2 log x , 2(1-In10 log x)
= - =
e x £ x2In10

16 f(x) = cos 3x—mn)
f'(x) = =3 sin 3x—n)

17 f(x) = y1+2x

1

£ = oo

18 f(x) =xe>*!

f'(x) _ €2x+1 +x€2x+l _2:e2x+1 (1+2x)

sin (x* +1)

19 f(x) = 2
Vl—x
_ 2x«/l—x2605(x2+1)+[xsin(x2+1)]/«/1—x2: 2x (1= x2) cos (x2 +1) + x sin (x* +1)
V(1=x2)3

S 1-x
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E Utilitat de la funcié derivada
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Fes-ho tu. Troba les rectes tangents a y = x° — 2x? paral-leles a y = —x.
Busquem les rectes de pendent —1:

f) =x3-2x2 > fi(x) = 3x% - 4x

L'equacié f"(x) = —1 ens proporciona les abscisses dels punts en que les rectes tangents sén paral-leles a
la recta donada.

fl)=-1 - 3x?—dx=-1 - 3x?2—4x+1=0 — xI:%, Xy =1

3 2
1 D) (LY o (1) 5 a5 o4
X=3 - f<3> <3> 2 <3> 27 — Recta tangent y=-1 ( 3) 57 -y X+ o5

x=1 —>f(1)=13_2. 12=-1 = Recta tangent y=—1-(x—1)—=1 — y=—x

Pagina 313

Fes-ho tu. Troba els punts singulars de y = 2x> — 3x2 — 12x + 3 i determina els intervals on creix o
decreix.

Resolem I'equacié f"(x) = 0:
fl(%) = 6x2—6x—12
F)=0 = 6x2-6x=12=0 - x2—x-2=0 = x=-1, x,=2
F(1) =2(-1)] =3(-1)> = 12(-1) + 3= 10 — (-1, 10) és un punt singular.
f2)=2.25-3.22-12.2+3=-17 — (2,-17) és un altre punt singular.
Tenint en compte les branques infinites:
xé@mf(x) = xé@m (2x3 = 3x2 = 12x + 3) = +oo

xé{nwf(x) = xéi(nw (2x3 —3x2 - 12x+3) = —

Tenim que els intervals (—eo, —1) i (2, +o0) sén intervals de creixement. En l'interval (-1, 2) la funcié
decreix.

Pagina 314

1 Troba les equacions de les rectes tangents a la grafica de la funcié y = x* — 2x — 3 en els punts
d'abscissa -1, 0 i 2.

F)=xt=2x-3  fl(x)=4x3-2
cf(-1)=6 f'(-1)=-6

La recta tangenten x=—-1 és y=—6(x+ 1) + 6; ésadir, y=—06x.
*f(0)=-3 f(0)=-2

La recta tangenten x=0 é y=-2(x—0)—3; ésadir, y=-2x—3.
cf2)=9 f(2)=30

La recta tangenten x=2 é y=30(x—2) +9; ésadir, y=30x—51.
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4
& Troba les equacions de les rectes tangents a la grafica de la funcié y = x? —2x? + 3x el pendent
de les quals sigui 3.

Perque el pendent de la recta tangent sigui 3, ha de ser f"(x) = 3.
f'(x) =x3—4x+3

‘W)=3 = x?—4x+3=3 > x(x*—4)=0 — x, =0, x, =2, x3=—2 s6n les abscisses dels punts en
1 2 3 p
que el pendent és 3.

x,=0 — f(0) =0 — Larecta tangent és y = 3x.
%y=2 — f(2)=2 — Larectatangentés y=3(x—2) +2; éadir, y=3x—4.
x3=-2 = f(-2) =-10 — Larecta tangent és y=3(x+2)— 10; ésadir, y=3x—4.
3 Troba el valor maxim de la funcié y = —x + 12x + 3 en l'interval [0, 3] i en l'interval [-5, 3].
Troba el minim en cada un d'aquests intervals.
Calculem primer els punts singulars de la funcié:
Fx) =-3x2+12
F)=0— 3x2+12=0 = x;=-2, x,=2
e En l'interval [0, 3] avaluem:
f0)=3 f@2=19 f(3) =12
El maxim es trobaen x=2 ival 19.
El minim es trobaen x =0 ival 3.
e En l'interval [-5, 3] avaluem:
f(=5)=68 f(-2)=-13 f(2)=19 [f(3)=12
El maxim es trobaen x=-5 ival 68.

El minim es trobaen x=-2 ival —13.

4 Troba els limits segiients aplicant la regla de I'Hépital:

2
lim % —5x+6
? 573 32 4 35— 10
. 5x
b) :gl—% tg 3x
c lim log x

a) lim 9"2_5735*'6 - (Q) - lim 2x=5_-1

x—2 x243x—-10 \O/) x—22x+3 7
bY Jo 5% =<g>=[, 5 5
)x%rgsx 0 xl—%(1+tg23x)3 3
; 1,1
L ologx 4o, x Inl0 1. 1 _
C) x[f»@oo X + 0o Xé;fl“ 1 _xé“”x n10
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E Representacié de funcions

Pagina 316
1 Representa aquestes funcions:
a)y=2x>-3x-12x+8 b) y = —3x% + 427 + 3652 - 90 Q) y=x*+ 423
Q) i) =6x2—6x—12=0 — x;=-1, x,=2
Maxim en (-1, 15).
Minim en (2, -12). /Y

PAY)

b) £'(x) = —12x3 + 12x% + 72x = —12x (x> —x—6) = 0

x=0
C1£(1424 115 x=3 -
R R

4 | A
Maxim en (-2, —26) i en (3, 99). [ _:}

Minim en (0, —=90).

0
(<=}
[y

=0
Q) (%) = 4x® + 12x? = 4x*(x + 3) = 0 <z——3

Minim en (-3, -27).

£1Y)

o
D
\\\

Punt d'inflexié en (0, 0). \ /
() =0 = x3( 4)—0<x:0 4[24 :
fx - T - x=—4 \\///_10

Punts de tall amb els eixos: (0, 0) i (—4, 0).
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2 Representa les funcions racionals segiients, seguint els passos de la pagina anterior:
_ x*+3x+11 _ x?+3x _ X
a)y= x+1 b)y= x+1 9= x2+1
2 2
dyy=—1_ o)y X+2 £)yo 21
)y x?+1 )y x?—2x )y x?
Q) f1() = (2X+3)(X+1)—(9;2+3X+11) _ 2x2+2x+3x+3+32—x2—3x—11 _
(x+1) (x+1)
2
=w=0—>x1=2, XZ=—4 :1’)
(x+1) ] g
IN=A
Maxim en (-4, —5). Minim en (2, 7). 2
8 4 ' 4 ]
Asimptota vertical: x =—1 = e
Asimptota obliqua: y=x+ 2 ‘| 0
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b) /() = (2x +3) (x +1) = (x* + 3x) _ 2x%+2x+3x+3—x*—3x _ x*+2x+3 20 2
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)? 1,
O
Punts de tall amb els eixos: (0, 0) i (-3, 0) = Z, 1
Asimptota vertical: x = -1 0
Asimptota obliqua: y=x+ 2 0
241)—x2- 3 3 ?
o) F(x) = 204D =x" 2% 204 2x-2x 2 . _g -
(x*+1)? @2+1)?2 (P12 T e
Minim en (0, 0). =4 | =2
Asimptota horitzontal: y =1 i
D) =—2 5 x=0
(x?+1)2 !
Maxim en (0, 1). 4l h
Asimptota horitzontal: y =0 '
&) £1(x) = 2x(x* = 2x) — (x* +2) 2x - 2) _ 20 — 4 —2x3 + 257 —dx + 4 _
(x? —2x)2 (x? —2x)2
2 _ x1=0,73
_—2x —4x+4:0_>x: 2i«/ﬁ:< 1 ‘
(x? = 2x)? 2 Xy=—2,73 4 I
Mixim en (0,73; -2,73). —
Minim en (-2,73; 0,73). 4 =2 . 2 4
Asimptotes verticals: x=0, x=2 - I" ‘\
Asimptota horitzontal: y =1 A
f) * Domini = IR — {0}
* Asimptota vertical:
2
lim ¥ =1 o
x—0" x
x =0 és asimptota vertical
. oxt=1
lim =—o0
x =0+ .X'2
* Asimptota horitzontal:
2
y==x ;1 =1- %; y=1 ésasimptota horitzontal
x x
Quan x — —oo0, y<1; iquan x — +oo, y< 1.
Per tant, la corba esta per sota de l'asimptota.
* Punts singulars:
£ = 2x -5 —(x? —1)-2x C2x3 =263 4 2 _2x _ 2
B x4 B X4 - X4 - .X'3 o) I
}/ =

f'x) =0 — f(x) no té punts singulars

Observem que f'(x) <0 si x<0; ique f'(x) >0 si x>0.
Aleshores la funcié és decreixent en (— oo, 0) i és creixent en (0, +oo).
e Tallal'eix X en (-1, 0) i (1, 0).
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Exercicis i problemes resolts

Pagina 319

1. Funcié derivada a partir de la definicié

Fes-ho tu. Donada f(x) = x%’ troba f'(x) aplicant-hi la definicié.

_ x+h  x _(+h)(x+D)—x(x+h+1) 2ixs+he+h-x®—xh—x _ h
S = 0 = o T 0T GeheDeeD) (x+h+1)(x+1) T erhaD) (1)
Slx+h)— flx) ;
N I x+h)—flx) . (x+h+])(x+1) 1 1
S = fim h = i, h = fim, w+he)(x+1)  (x+1)2

2. Regles de derivacié
2
Fes-ho tu. Troba f'(x) sent: f(x) = In (%)

f(x):2[n%=2[ln(x+l)—lnx)]

re-alen-tects

3. Equacié de la recta tangent en un punt

Fes-ho tu. Trobal'equaci6 de la recta tangent a f(x) = 7gx en x = 3771
S oy 3T _
SRS
Fl)=1+tg>x > f (%) =2 (pendent de la recta tangent).
L'equaci6 de la recta tangent en x = 34_7': és y= 2<x - 34_71) —1; ésadir, y=2x— %n -1
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4. Recta tangent paral-lela a una recta

Fes-ho tu. Troba I'equacié de la recta tangent a la corba f(x) = 3x% — 4x que sigui paral-lela a la
recta 2x—y+5=0.

Aillant y en I'equacié de la recta donada, podem obtenir el seu pendent.
y=2x+5 — El pendent de la recta és 2.

Les abscisses dels punts en qué la recta tangent és paral-lela a la recta anterior son les solucions de I'equacié

f(x) = 2.
f'(x)=6x—4 — 6x—4=2 — x=1 ésel punten que la tangent i la recta donada sén paral-leles.

Finalment, com que f(1) = -1, larecta buscada és y=2(x—1)—1; ésadir, y=2x-3.
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5. Punts de tangent horitzontal
Fes-ho tu. Troba els punts singulars de la funcié f(x) = x> — 6x? i digues si sén maxims o minims.
Trobem les abscisses dels punts singulars resolent I'equacié f'(x) = 3x2 — 12x:

F)=0 = 3x2—12x=0 — x,=0, x,=4
Calculem les ordenades d'aquests punts:

£0)=0  f(4)=-32
Els punts singulars sén (0, 0) i (4, —32).
Branques infinites:

lim (x3—6x2) = +00 — (4, —32) és un minim.

X — 400

xl_z]zﬁm (x3 - 6x2) = —c0 — (0, 0) és un maxim.

6. Coeficients d'una funcié que té punts singulars
Fes-ho tu. Troba & i ¢ de manera que la funcié f(x) = % + bx? + ¢ passi per (1,0) i f'(1) =5.

Si f passa per (1, 0), aleshores £(1) = 0.
B+b-124¢=0 = ¢c=0

' = 3x2 + 2bx
F(1)=5—>3.12+2b-1=5 = b=1
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7. Intervals de creixement i de decreixement

x2

Fes-ho tu. Troba els intervals de creixement i de decreixement de la funcié f(x) = 3

Dom =R - {2}

2x(2-x)—x*(-1)  4x—x?
2-0%2  (x-2)?

1) =

2
f'x)=0 — (4x—29;2 =0 > 4x—x2=0 = x,=0, x,=4
x_

Estudiem els signes de f dins el domini de definicié en els intervals els extrems dels quals sén els punts
singulars.

f'<0 . f'>0 . f'>0 . f'<0

\0/2/4\

Per tant, f creix en (0, 2) U (2, 4) i decreix en (—oo0, 0) U (4, +c0).

8. Problema d'optimitzacié

Fes-ho tu. De tots els rectangles de 36 m de perimetre, troba les dimensions del que té la superficie
més gran.

Anomenem & i h labase il'altura del rectangle, respectivament.

Com que el perimetre és 36, tenim que 26 +2h =36 — h=18-4

BARCAN®VA
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Busquem el rectangle d'area maxima:
A=bh=0b6(18-15)

Trobem els punts singulars:
A'=0 - A'=18-26=0 = b=9

Estudiem si el valor obtingut és un maxim:

Per tant, pera b =9 I'area és maxima.

Calculem h: h=18-9=9 iobtenim I'Area maxima A4 = 81 m?.
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9. Estudi i representacié d'una funcié polinomica
Fes-ho tu. Estudia i representa aquesta funcié:
f@) =14+ (x-3)3

* Del fet de ser una funcié polinodmica, el seu domini és IR, és continua i no té asimptotes.
* Branques infinites:

L [1+ (x— 3)%] = +oo

xl_lﬂo [1+(x=3)=-o0
* Punts singulars:

F(x) = 3(x - 3)?

fx)=0 — 3(x=3)2%=0 > x=3

Com que f(3) =1, el punt (3, 1) és I'inic punt singular.
* Creixement i decreixement:

Com que f'(x) = 3(x—3)?>>0 peratotx =3, lafuncié creix a ambdés costats de x = 3 i aquest punt
no és ni maxim ni minim.

e Talls amb els eixos:
x=0 = y=-26
9=0 > 1+(x=302=0 - (x=3°=-1 - x=2

e Grafica:

O A O\ OO~

|
3
|
[«
|
N
|
[\
[\
NN
G

0 A\ B
S
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10. Estudi i representacié d'una funcié racional

Fes-ho tu. Estudia i representa aquesta funcié:
2
f( x) - 2x x+ 8

e La funcié no esta definidaen x=0 — Dom = IR — {0}
* Asimptota vertical: x =10

Posicié:

Si x— 07, flx) > —o

Si x—= 0%, f(x) =+
* Asimptotes horitzontals i obliqiies:

Com que el grau del numerador és una unitat més gran que el grau del denominador, t¢ una asimptota
obliqua. Dividim:

fx) =2x+ AN L'asimptota és y = 2x
x

Posicié:

Si x—=—o0, fl)—y= 8 0. Cotba sota l'asimptota.
x
8

Si x = +o0, f(x) —y=-=>0. Corba sobre |'asimptota.
x

* Punts singulars:

f'(x) _ 2X2 -8

x2
2
F=0— 28 _0 5 22 8-0 - x=-2, x=2
X

f(=2) =-8, f(2) = 8. Pertant, (-2, -8) i (2, 8) s6n els punts singulars.

¢ Creixement i decreixement:

f'>0 . f'<0 . f'<0 f'>0

/_2/0\2/

e Talls amb els eixos:

No talla l'eix OY.

2
y=0 — 2x°=8 _ o 5 2x248=0 No té soluci6 (no talla I'eix OX).

2
e Grafica:
_2x*-8
J 2

R
Ao N O

|
N

|
3

—_

o

>
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11. Funcié derivada de funcions definides «a trossos»

Fes-ho tu. Troba la funcié derivada de cada una de les funcions segiients:

1 six<d
a)f(x): T— S1 X<
2x -5 si x24

b) g(x) = {3—x si x<—1

x*+3 si x2-1

2
a) Anomenem f;(x) = %—1 i /Hx)=2x-5
Ambdues funcions sén continues.

f1(4)=472—1=3
F@)=2.4-5-3

Com que totes dues coincideixen, la funci6 és continua en x = 4.

fll(x):% — [14)=2
f’z(x)=2 - f’2(4)=2

} Com que coincideixen, la funci6 és derivable en x=4 i f'(4) = 2.

X
La funcié derivada és f"(x) = {2
2 si x24

si x<4

b) Anomenem gy(x) =3 —x i g(x) =x2+3
Ambdues funcions sén continues.
gsi-1)=3-(-1)=4
QD=1 +3-4

} Com que ambdues coincideixen, la funcié és continua en x = -1.

g1x)=-1—> g1 (-1)=-1

¢y (9)=2% = g5(1) 2} Com que s6n diferents, la funcié no és derivable en x = —1.
2 )= 2= ==

—1si x<-1
La funcié derivada és g'(x) =

2x si x>—1
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12. Parametres perqueé una funcié sigui continua i derivable

Fes-ho tu. Calcula a i b perqué les funcions segiients siguin derivables en els punts que s'indiquen:

2 .

ax“+1 si x<2

a) fx) = en x=2.
) 1) Jl4x—b si x>2

b)g(x) _ {a—x si x<-3 en x= 3.

x+bx si x=-3

a) Anomenem fi(x) = ax? + 1 i f5(x) = 4x— b.
Ambdues funcions sén continues.
Perque f(x) sigui continua en x =2, s'ha de complir que f£(2) = £(2).
fi(2)=4a+1

£(2)-8 k}Pertant: 4a+1=8-b
£(2)=8—
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Perqué f(x) sigui derivable en x =2, s'ha de complir que f";(2) = f",(2).
f1)=2ax = f'1(2)=4a
fh=4 > f,02)=4 Aleshores 4a = 4

Resolem el sistema resultant:
4a+1=8-5 L b3
— =1, =
ba=4 “
b) Anomenem g;(x) =a—x i g(x) = xZ+ bx
Ambdues funcions sén continues.

Perque g(x) sigui continua en x=-3, s'ha de complir que g(-3) = g,(-3).

gl(—3)=d+3
2 (3)=9-3b Per tant: 2 +3=9-36b
,(-3)=9—

Perque g(x) sigui derivable en x = -3, s'ha de complir que g';(-3) = g',(-3).

g1(0=-1 > g1(=3)=-1 s o
gh(0)=2x+b > g, (-3)=—6+b eshores —1 = —6 +

Resolem el sistema resultant:

a+3=9-3b bos
—1=-6+5b = a=-9 b=
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Exercicis i problemes guiats

Pagina 325

1. Derivades sobre la grafica
Observa la grafica d'aquesta funcié y = f(x):

Y
TA /N
: \
\
_ 4 X
N\

a) Troba el valor de f'(-2), f'(3), f'(6).
b) Per a quins valors de x és f'(x) < 0?
a) f'(=2) =0 perque és constant en les proximitats de x = 2.

f'(3) =0 perqué¢ en x =3 hiha un minim.

—5x + 40 5

amb pendent — 3

f(6) = —% perque la grafica és la recta y =

b) f'(x) <0 en (1, 3) U (5, +e0) perque la funcié és decreixent en aquests intervals.

2. Funcidé polinomica

Representa una funcié polinomica sabent que lim_f(x) = —co, que els punts de tangent horitzontal
son (0, -3) i (3, 2), i que talla l'eix X nomésen x=2 ien x=>5.

Y

3. Triangle rectangle d'area maxima

De tots els triangles rectangles els catets dels quals sumen 12 m, troba les dimensions del que té l'area
maxima.

Suposem que @ i & s6n els catets del triangle rectangle: 2+ b=12 — b=12-a.

L'area del triangle és el semiproducte de la base per 'altura; aleshores:

_4_5_4(12—4)
A= 2 2

Per trobar |'area maxima, calculem els punts singulars: 4'=0 — A'=6-42=0.

Vegem si 2 =6 és un maxim:

A'>0 . A'<0

0 _—7 6 T~

Efectivament, ho és. Per tant, si =6 1b=12—6 =06, obtenim el triangle rectangle d'area maxima.

La hipotenusa és V62 +6%2=642.
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4. Grafica de la funcié derivada

Aquesta és la grifica de f', funcié derivada de . i S
a) Obtenir f'(0), f'(2) i f'(4). EUERVARE
b) Té f algun punt singular? 1/ X
¢) Estudia el creixement i el decreixement de f.

a)f'(0=-3 f2=0 f4=3

b) En x =2 s'anul-la la derivada primera. A més, aquesta és negativa a l'esquerra de 2 i positiva a la dreta.
Per tant, la funci6 passa de decreixent a creixent en x =2 iaquest punt és un minim.

) La funcié decreix en (—oo, 2) i creix en (2, +oo).

5. Regla de la cadena

Si f(1)=2, f'(1)=-1, g(2) =3, g'(2) = 1, quina és l'equacié de la tangent a y = g[f(x)] en x=1?
glfH=¢@2)=3

DglfMN=¢gfM]-fN)=¢g'Q-f1)=1-(-1)=-1

L'equacié de la recta tangent és y=—1(x—1) + 3; ésadir, y=—x+4.
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Exercicis i problemes proposats
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Per practicar

M Taxa de variacié mitjana

1 Troba la taxa de variacié mitjana d'aquestes funcions en l'interval [1, 3] i indica si creixen o
decreixen en aquest interval:

a) f(x) = 1/x b) flx) = (2 -x)3 ) f@)=x-x+1 d) flx) =2

TVM [1, 3] = f(3;i{(l) i f(3);f(1)

2) TVM [1, 3] = 1/37‘%—% 5 Decreix

b) TVM [1, 3] = —12——1 = -1 — Decreix
7-1 .

¢ TVM [1, 3] = 5 =3 — Creix

d) TVM [1, 3] = 8;—2 -3 — Creix

2 a) Troba la TVM de les funcions f(x) = —x? + 5x—3 i g(x) = 1 T en I'interval [1, 1 + h].

x+
b) Calcula la TVM d'aquestes funcions en I'interval [1; 1,5] fent servir les expressions obtingu-
des en l'apartat anterior.
a) Per ala funcié f(x):
_ fl+h)- A1) _ —~(1+h)?+5(1+h)-3-1 _ ~1-2h—-h?+5+5h—4 _

TVM [1, 1 + h] 0 A 0 3-h
Per a la funcié g(x):
1 1 2-h-2
_gU+h)—g(l) Tyhe1 2 _ 2Q2+h) g
TVMIL 1+ h] - h - h T h " 2h+4

b) Per a la funcié f(x):
TVM [1;1,5]=3-0,5=2,5

Per a la funcié g(x):

15]- -1 _-1
TVM [1) 1)5]_ 2.0’5+4 5

3 Compara la TVM de les funcions f(x) = % i g(x) = 3* en els intervals [2, 3] i [3, 4], i digues

quina de les dues creix més en cada interval.
Pera f(x): TVM [2, 3] =19
TVM (3, 4] = 37
Pera g(x): TVM [2, 3] = 18
TVM [3, 4] = 54
En [2, 3] creix més f(x).

En [3, 4] creix més g(x).

BARCAN®VA
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4 Aquesta grafica mostra la longitud d'un fetus durant I'embaras. Es-

tudia el creixement mitja en els intervals [5, 15] i [20, 30] i digues en 50 1 {ONGITYE ()
quin periode és més gran el creixement: 40 5
15)— _ 30

TVM [5, 15] = SU5) - f6) _17-2 _ 1,5 cm/setmana

10 10 20 »

/

0)— (20 _ 10 / FEMPS

TVM [20, 30] = /3 )lOf( ) = 421025 = 1,7 cm/setmana r (setmanes)

. . 5 10 15 20 25 30 35 40
El creixement mitja és més gran entre les setmanes 20 i 30.

M Definicié de derivada

5 Troba la derivada de les funcions segiients en x = 1, fent servir la definicié de derivada:
a) flx) = 3x2 -1
b).fx) = 20+ 1)2
o) flx) =3/x
d) fx) = 1/(x + 2)?

0 £ 1) = fi LINZSD gy 302122y, S0eh2 23

h—0 h h—0 h

2
lim 3+3h*+6h-3 - lim h(3h +06) -6

h—0 h h-0 h
o e = AD 2(1+h)+1D2-9 . (2h+3)2-9
0 = i TS < g SRS <l S

4h2+9+12h-9 — lim h(4h +12) _

- [ h R 12
iy SAsh)= A1) 3/(1+h)-3 . 3_3_3h
0L W = fin FENEIE = i OS2 - gy 20550 -
1 1 9—h?—6h-9
o SJUsh)= A (1+h+2)2 9 9(h+3)>
Df W) = fim Sy = = Jim, h - h B

h2-6h _ . —h-6 _-—2

“00 Oh(he3)2 W20 9(h+3)2 27

6 Aplica la definicié de derivada per trobar el pendent de la tangent en x = 2 de les corbes

fx) = 4x—x% i glx) = 1

3x-7"
 S2r)-f2) 4@+h)-Q2+h)?-4 844h-4-4h-h>-4 _
h ) h ) h o

fe+h)-f2)
e

r- fimch =0

_ 1 1
L g@+h-¢@ a7 ) a3

h h h ~ 3h-1

oy 1 82+h)—g(2) 3
e S T
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7 Observa la grafica de f en la qual s'han tragat les tangents en x = -3,
. I x=0 i x=4 irespon.
/ a) Quin és el valor de f'(-3), £'(0) i f'(4)?
5 b) En quins punts és f'(x) = 0?

©) En x =1, la derivada és positiva o negativa? I en x=3?

-2 24\

Df3=-3 fO-3  f@--2
b)En x=-2 i x=2.
¢) En x =1 la derivada és positiva perque el pendent de la tangent ho és.

Analogament, la derivada en x =3 és negativa.

8 Troba la funcié derivada de les funcions segiients, aplicant-hi la definici6:

_ (5x-3)
a)f(x) = T

b) f(x) =% + 7x - 1
o) flx) = X —5x

x—1
& f) = *=
S(eeh)-3  5x-3
D Sle+h)— flo) 2 2 _5x+5h—3-5x+3 _5
h h 2h 2
o g SED 5 s
L N )

flx+h)— flx)  (x+h)2+7x+h)—1-(2+7x-1)
b) = =
h h
x2+2hx+h?+7x+7h—1-x*—7x+1

_ T =2x+h+7

f’(x):}{%M:}{%@x+h+7)=2x+7

fle+h)— o) (x+h)?=5(x+h)— (x> —5x%) _
9 h - h }

- x3+3hx2+3h2x+hh3_5x_5h_X3+5x =3x%2+3hx+h%2-5

vy g Jerh) = fl) 2 2 _ 3,2
f(x)_hl%f—}{li’noﬁx +3hx+h“—5)=3x“-5

x+h-1 «x-1
D fle+h)= ) " h T % xx+h-1)-(x+h)(x-1)
h ) h B hox (x + h) B

x2+hx—x—(x2—x+hx—h)_ 1

hx(x +h) ~xth+x)
: o fle+h) - fly 1 1
£ - i SN - ik
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M Regles de derivacié

9 Troba la funcié6 derivada de les funcions segiients:

a) flx) = %3 +7x% — 4x b) f(x) = 3 cos 2x + n)
) f@) = 3% % &) f) = xxfl

e) flx) = 7x+1 J?? f)f(x):xsin%

g flx) = ﬁ h) f(x) =ln3x+ e

D f=E5 i) f) = 3 arc sin 2x

a)f(x)- 3x2+ 7 2x—4=x%+1l4x—4

b) f(x) = —3cos 2x
f'(x) = =3(=sin 2x) - 2 = 6 sin 2x

=L -1
2

‘)= L + = + 1
c)f(x)-3 X 24x 3x2 2yx

’ _2X'(X+1)—X2'1_x2+2x
Df @ === 07 " er)?

)

e) Tenint en compte que ——=—+

f,(x)=0-(7x+1)—1-7+Q. 1. =7 42
(7x+1)2 3 2Vx (Ix+1)? 6yx

) =1 -sin X tx-cos X Lo gin X 4 X ppe X
£) f'x) =1 .vm; xco:’zc 3 sm; ;COS;
g) f(x) = (x— 4712

() = — L (v 4)-312 _ 1

fe)=—qte=d 2(x—4)x—4

h) f(x)=n3+nx+e*
f'(x) = +e’x( 1)—;—6

D ) = l”gz" o també f'(x) =

2(‘05 X

1, 23
J1-(2x)2 J1—4x2

) fx) =43
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10 Aplica les regles de derivacié i simplifica si és possible.

2) flx) = (5x-2)° b) flx) = (s% +§>4
9 19 = Y697 ft) = S

©) fx) = \/Z £) flx) = (%)3 e+l
g) f(x) = x4 cos? 3x h) f(x) = tg® &*

D) fix)=y7-lnx j) fx) = arceg x?z

a) f'(x) =3(5x—2)% -5 = 15(5x — 2)*

b) f(x) = L <— + x)4

v A1 V1N 4 [1e2V (21 4 FoDE2e1)?
£ = gelboes] (o) (122 (251 208

A f() = (6-x"

f’(x):%m-x)—lfs(_n:_%. L2

=1l+e

d) f(x) = %

f'(x) = e (=2) = —2¢7%¥

() = 1 3t —4)—x®2x 1 [P 4 xt 1242 _
e) f'(x) = } = R 2
V x2—4
:L\/xzjx(xtnx)zl [x2—4 12«
2x x (*-4)2% 2 x (x2 — 4)2

pYs] e2x+l
f)f(x) 2x+1 8 2x+1 2= (2x +3X2)

g) (%) = 3x? cos? 3x + x7 - 2 cos 3x - (—sin 3x) - 3 = 3x* [cos® 3x — 2x cos 3x sin 3x] = 3x* [cos® 3x — x sin 6x]
h) f'(x) = 3thxz-(1+tg2xz)-2x=6xtg2x2-(1+tg2x2)
i) f(0) =7 {lnx

oL 1 W7
ey el o e

g 119 13
J)f(x)_ 1+<£>2 3 x2+9 3 x2+9
3
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11 Deriva les funcions segiients:

a) f(x) = Jarc cos €* b) f(x) = log (sin x*)
) f(x) = sin® x + ¥ d) flx) = ;ﬁ
e) flx) = e . Intgx f) f(x) = 3 cos (In x)
g) f(x) = yx + x h) f(x) = arc tg }::
i) flx) = 7«/x+ cos x i) f) = eX—e*
x* e +e*
’ _ 1 . —1 .ex: —fx
A 2yarc cos & |1—(¢)2 24 arc cos & (1— )
12
- [x  _ x _1 X
b) 1) = fn x2+1 _ln<x2+1> _2lnx2+1
w11 .1(x2+1)—x-2x_ix2+1 1—-x2  1—x?
fe=5 Z+D2 2 x (P+DZ 2x(2+1)
x2+1

) f'(x) = 2sin x cos x + e~ (—sin x) = sin 2x — sin x - e~

4 x1/4
d) flx) = ﬁ-zx_l
1 4
1 3 Hx—1_ 14 Ax-1_7 . —In2%x
£ - 4. i X 2 xH%.2 n2-1 i3, 44,3 45 | d b2
(zx—l)Z 2x-1 2x+1_4‘/;
e f(x =e‘”‘"-cosx~[ntgx+e“”"-L-Lzeﬁ”(m;x.[ntgx+ 1 )
X cos® x sin x cos x
F) £1(x) = 3[-sin(In @]%;3#(1’”)

9 f(x) = — .<1+1>: L 2dvsl 2Jxel
2 ede \ 0 20x) 2yxafx 2dx 4yxPix

g 1 1(1+x)-(1-21 _ (1+x)? 2 2 1
h)f(x)_l .\ (1+02  (1+02+(1-22 @+D2 2422 1+
+<1+x>

i) fx) = 7 7 1, —sinx-x*—cosx-2x _ In7-7% _ xsinx+2cos x
2

Jx (x%)? C2x 0

& (1-e2) 1

& (1+e2) Sl

) fx) =

() (A+e?) = (1—e2) 2 (=2) _ 207 (142 + 272 (1 - %) 4

fl) = —

(1+€_2x)2 (1+€—2x)2 - (1+€—2x)2

BARCAN®VA
MAAAAAA ==
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12 Aplica les propietats dels logaritmes, abans d'aplicar les regles de derivaci6, per obtenir la deri-
vada d'aquestes funcions:

2
a) f(x) = In ;fz—j b) f(x) = In /x2x+ . ) f(x) =In (x- e
_g)3
d) ) = log@ o) f(x) = log (tg %) £) £x) = log%

a) flx)=In 2+ 1) =l (x2=-1)

£ = 2 2x 20 -2x-2x%—2x _ —4x

2+l x2-1 -1 -1
b) f(x) = %[lnx—ln(x2+l)]
' 1(1 2x 1| x%+1—2x2 1—x?
-1l 2] 1 .
f 21x x2+1] 2 X+ x 253 + 2

o fx)=lnx+me*=lhx-x
oy 11—
f(x)_x 1= xx

d) flx) = 3 log 3x - 5) — log x

f'(x) - 3 3 1

) ) 11 1 9 1|
3x-5 10 x 10 k10 [3x-5 «x

__ 1 9x-3x+5 _ 6x +5
n10  (3x%2—5x) 10 (3x%—5x)

e) flx) = 2 log (g x)

f,(x):2.1+tg2x. 1 :2(1+tg2x)
tgx 10 tgx-In10

) flx) =xnx

f'(x) = lnx+x-%=lnx+l

Pagina 327

M Recta tangent i recta normal

13 Trobal'equacié de la recta tangent i de la recta normal a la funcié f en el punt d'abscissa indicat
en cada cas.

a) flx) =2 —5x+6 en x=2 b) f(x) = yx+1 en x=3
o flw) = 2x_3x en x=-1 d)f(x) =lnx en x= e?
e) f(x) = sin <x+%> en x=%
a) f'(x)=2x-5

f@2)=0

f'@2)=-1

La recta tangent és y = —1(x—2) + 0; ésadir, y=—x+2

La recta normal és y = %(x—2)+0; ésadir, y=x-2
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b) f/(x) = —=
)/ 24x+1
f3)=2
3) = L
f@=-1
tg o Ly césadic ve Lyy2
La recta tangent és y = 4(x 3) +2; ésadir, y= VA
La recta normal és y = %(x—3)+2; ésadir, y=—4x+ 14
vy —1x®=2-23x" 2x_6
C)f (x) = (x3)2 = x4
f(=1)=-3
f=1)==8

La recta tangent és y = —8(x + 1) —3; ésadir, y=—-8x—11

La recta normal és y = _—é(x+ 1)—3; ésadir, y= ix—ﬁ

8 8
e - L
df6 -1
f(ez) =2
ﬂﬁ=§

La recta tangent és y = %(x —e) +2; ésadir, y= %x +1
e e

La recta normal és y = %(x - +2; ésadir y= —e2x et -2
e

e) f'(x) = cos <x+£>

2
)1
f(s)'z
TEANRE]
f (3)‘ 2
La recta tangent és y:—§<x—%>+%
La recta normal és y= __31/2 <x—%)+%; ésadir, y= 2;5 (x—%>+%

14 Troba els punts en que el pendent de la recta tangent a cada una de les funcions segiients és igual a 2:
a)ys= x?% - 2x
b)y= X

x+2

) y=4/x+3
d)y=h(4x-1)

a) f(x) =2x-2
flx)=2 > 2x-2=2 — x=2

b) () = I-(x+2)—x-1 2

(x+2)2  (x+2)2
fl=2 - ( 22)2 =25 (x+2)%=1 > x =1, x,=-3
X+
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df@:ﬁ%g
FE=2 > 222 o 31 v
@f@:zéT
flx=2—> ﬁ=2 %4x—l=2—)x=%

15 Escriu, en cada cas, I'equacié de la recta tangent a f que sigui paral-lela a la recta donada.
a) f(x) =x? + 4x + 1 parallelaa 2x+y+1=0
b) f(x) = X —3x paral-lelaa y=6x+ 10
o) fx) = z%; parallelaa 5x—y=0
Q) 2x+y+1=0 o y=—2x-1
Per tant, la recta tangent ha de tenir pendent —2 perque sigui paral-lela.
f'x) =2x+4
flx)=-2 > 2x+4=-2 —> x=-3
f(=3) =2 ilarecta tangent és y=—2(x + 3) — 2.
b) La recta tangent ha de tenir pendent 6 perqueé sigui paral-lela.
flx)=3x2-3
Fl)=6 - 3x2-3=6 > x=—43, x, =43
Si x=—y3 = f(=4/3)=0
La recta tangenten x=—y3 és y=0(x+ ¥3)
Si x=4y3 = f(3)=0
La recta tangent en x = J3 és y=06(x— ¥3)
c)5x—y=0 — y=5x
Per tant, la recta tangent ha de tenir pendent 5 perque sigui paral-lela.

o Ge)--3) s
£ - (x+2)2 (x+2)2

F=5 > —22=5 > x+22=1 = x =1, x,= -3

(x+2)
Si x=-1 = f(-1)=-4
La recta tangenten x=-1 és y=5(c+1)—4
Si x=-3 = f(-3)=6

La recta tangenten x=-3 és y=5(x+3)+6

16 Escriu les equacions de les rectes tangents i de les rectes normals a la funcié y = 4 — x> en els
punts de tall amb I'eix d'abscisses.
Els punts de tall amb I'eix d'abscisses s'obtenen fent y = 0.
y=0 > 4-x2=0 > x=-2, x=2
f(x) = 2x
Si x=-2 — f'(-2) =4. Larectatangenten x=-2 és y=4(x+2)
Si x=2 — f'(2) =—4. Larectatangenten x=2 és y=—4(x—2)

Les rectes normals sén: en x=-2, y= —% (x+2) ien x=2, y= % (x—2)
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1'7 Obtén els punts on la recta tangent és horitzontal i escriu I'equacié.
a)y=3x2-2x+5
b)y=2x>-3x7 + 1
Q) y=x*— 443
dy=x-12«

2
e y= X *1

2
f - 2x
)y 2+l

Els punts on la recta tangent és horitzontal sén aquells en qué f'(x) = 0.
a) f'(x) =6x—-2

f'(x)=0 > 6x-2=0 — x=%

2
1)\ _3(Ll) _». 1 _5_14
f<3>‘3<3> 2:3+5=3
14

L'equaci6 de la recta tangent és y = 3
b) f'(x) = 6x% — 6x
F)=0 - 6x>-6x=0 — x=0, x=1
(0) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=0 és y=0.
q g Y
(1) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=1 és y=0.
q g )
Q) f(x) = 4x3 — 12x2
') =0 — 4x3—12x2=0 = x=0, x=3
f
{0) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=0 és y=0.
q g y
f(3) =27 — L'equacié de la recta tangenten x=3 és y=-27.
d) f'(x) = 3x2 - 12
F)=0— 3x2-12=0 - x=-2, x=2
f(=2) =16 — L'equacié de la recta tangent en x=-2 ¢és y = 16.

f(2) =-16 — L'equacié de la recta tangenten x=2 ¢és y=-16.

O fi) = ¥ =1

x2

2
F=0— *SL_0 522120 = x=-1, x=1
x
f(=1) =1 — L'equaci6 de la recta tangenten x=-1 és y=-2.

f(1) =1 — L'equacié de la recta tangenten x=1 és y=2.

f) Fla) = 2

(x*+1)2

, 4x
=0 > —* __0 > x=0
f() (xz+l)2

f(0) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=0 és y=0.
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W Punts singulars. Creixement i decreixement

18 Troba, en cada cas, els punts singulars de la funcié i determina'n els intervals de creixement i de
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decreixement.

A f)=x-8x+3  b)f(x) = 12x— 3+ o) fl) = %3 _ 342

D) =3+ 652+ 12x o) f) = xx_z : £ f) = *=1

Q) f(x) = 24— 8
fx)=0 = 2x-8=0 - x=4 f'<0 . f'>0
Com que f£(4) =5, el punt (4, =5) é un punt singular. ~ i _—
Interval de creixement (4, +o0). Interval de decreixement (—oo, 4).

b) £(x) = 12— 6x
fx)=0 > 12-6x=0 — x=2 f>0  f<0
Com que f(2) =12, el punt (2, 12) és un punt singular. — 2

Interval de creixement (—oo, 2). Interval de decreixement (2, +oo).
Q) f(x) = x?—6x
f)=0—> x2-6x=0 - x=0, x=6
Com que f{0) =0 i f(6) =-36, els punts (0, 0) i (6, -36) sén punts singulars.

/>0 . f'<0 . f'>0

/0\6/

Intervals de creixement (— oo, 0) U (6, +o0). Interval de decreixement (0, 6).

d) £'(x) = 3x% + 12x + 12
F)=0—> 3x2+12x+12=0 — x=-2 f>0  f>0

Com que f{-2) = -8, el punt (-2, -8) és un punt singular. — 2

Interval de creixement IR.

e) Dom =R — {1}
’ _ x2—2X
f) = 1)
' x2—2x
fx)=0 — (r_1)2 =0 > x=0, x=2
Com que f{0) =0 i f(2) =4, els punts (0, 0) i (2, 4) sén punts singulars.

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0

/0\1\2/

Intervals de creixement (—oo, 0) U (2, +o0). Intervals de decreixement (0, 1) U (1, 2)

f) Dom =R — {2}
vy 3
£ = (x+2)2

No té punts singulars. Com que f'(x) > 0 sempre que x=—2 ila funcié no estigui definida en x=-2,
els intervals de creixements sén (—oo, —=2) U (=2, +o0).
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19 Comprova que les funcions segiients no tenen punts singulars i determina els intervals on crei-
xen o decreixen:
a)y=x%+3x b)y=% Qy=x d)y=lhx
2) f() =32 + 3

') =0 = 3x2+3=0 no té solucié. Per tant, no té punts singulars.
p g

Com que f"(x) >0, la funcié és creixent en tot IR.

b) Dom =R — {0}
fly=--L
x
’ 1 2 .7 ’ .
fx)=0 - — ol 0 no té solucié. Per tant, no t punts singulars.

Com que f'(x) <0 sempre que x = 0 ino estd definidaen x =0, els intervals de decreixement
s6n (—oo, 0) U (0, +o0).

c) Dom = [0, +o0)

' 1
-1
fO=55
fx)=0 — —L__0 no té solucié. Per tant, no té punts singulars.

2Vx

Com que f"(x) >0 sempre que x = 0, l'interval de creixement és [0, +o0).

d) Dom = (0, +o0)
") = L
fe=1
fx)=0 — L~ 0 no té solucié. Per tant, no té punts singulars.
x

Com que f'(x) > 0 en el seu domini de definicié, I'interval de creixement és (0, +o0).

20 Troba els punts singulars de les funcions segiients i, amb I'ajuda de les branques infinites, deter-
mina si sén maxims o minims:

A)y=a>-20+x+2 b)y=3x2 -3
o y=x*-8x2+10 d)y=-3x*-12x
3 X +4
- £)yo X +4
e)y Py | )y X

a) f'(x) =3x2 —4x + 1
f'x)=0 — 3x2—4x+1=0 — x=%, x=1

Com que f(%) =;—§ i f(1)=2, els punts (%, ;_§> i (1, 2) sén punts singulars.

lim f()=+ Per tant (l _> , és un maxim i (1, 2) és un minim.

3727

b) f'(x) = 6x — 3x2
f)=0 = 6x-3x2=0 - x=0, x=2
Com que f{0) =0 i f(2) =4, els punts (0, 0) i (2, 4) sén punts singulars.

(Lo [ @)=
lim £ (x)=—oo Per tant, (0, 0) és un minim i (2, 4) és un maxim.

X —+ 00
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o f'(x) = 4x3 — 16x
fx)=0 — 4x3 - 16x=0 = x=-2, x=0, x=2
Com que f(-2) =-6, f(0) =10 i f(2) =06, els punts (-2, —6), (0, 10) i (2, —6) sén punts

singulars.

Jim [ () =eo

lim_ f(x)=+oo

X — + o0

} Per tant, (-2, —6) i (2, —6) sén minims.

El punt (0, 10) ha de ser un maxim perque és entre dos minims.
d) f(x) = —12x3 - 12

F)=0—> -12x°-12=0 — x=-1

Com que f{~1) =9, el punt (-1, 9) és un punt singular.

i f)=—os

(A f )=

} Per tant, (-1, 9) és un maxim.

0= 3o

Com que f{(0) = 3, el punt (0, 3) és un punt singular.

G f(2)=0

xlfﬁ”m - 0} Per tant, (0, 3) és un maxim.

f) Dom =R - {0}
f'(x) =2x— %
X

f'x)=0 — 2x—%:0 — x=32

Com que f (3«@) =334, el punt (3«/5, 3 3«/Z> és un punt singular.
i )=

lim  f (x)=+oo

X —>+ o0

} Per tant, (3«/2 3 3«/Z> és un minim.

21 Indica, en cada una d'aquestes funcions, els valors de x en els quals f' és positiva i en els quals
J' és negativa:

a) b) 9] o)

-2

a)f'>0si x<-1
<0 si x>-1

b)f">0 si x<0
f'<0si x>0

) f'>0 si x€ (—oo,—1) U (1, +c0)
f'<0sixe (-1,1)
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M Grafiques de funcions polinomiques i racionals

22 Representa una funcié y = f(x) de la qual sabem que:
¢ és continua.
i f) el f9) -
* els punts de tangent horitzontal sén (-3, 2) i (1, 5).

Després indica si els punts de tangent horitzontal s6n maxims o minims.

(=3, 2) és un minim.

(1, 5) és un maxim.

23 D'una funcié polinomica sabem que:
° xll’yigwf(x) = 4003 xli';ﬁof(x = 400
* la seva derivada és igual a 0 només en (-2, 2) i en (2, -1).
¢ talla els eixos només en (0, 0) i en (4, 0).

Representa-la graficament.

24 Representa una funcié continua y = f(x) de la qual sabem que:

* els punts de tangent horitzontal sén (-1, -2) i (1, 2). -
—~
* les branques infinites sén aixi:
AN
{VEEAN
[ N\
e -2 | -
N\, /1,
A\
\ )
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25 Comprova que la funcié y = (x— 1)3 passa pels punts (0, —1), (1, 0) i (2, 1).
La seva derivada s'anul-la en el punt (1, 0); pot ser un maxim o un minim aquest punt?
F'(%) =3(x— 1% f(0)=—-1 — passa per (0, —1)
f(1) =0 — passa per (1, 0)
f(2) =1 — passaper (2, 1)
f'(1)=0

El punt (1, 0) no és ni maxim ni minim.

2
26 Comprova que la funcié y = 2" +1 ¢ dos punts de tangent horitzontal, (-1, —-2) \
x 2
i (1, 2); les asimptotes s6n x =0 i y=x ila posicié de la corba respecte de les
asimptotes és la que s'indica en la il-lustraci6. Després, representa-la. ,
o) =x+ L A
x
2
f'(x)=l—izx_1 =0 > x=-1, x=1 p
x? x? 4
P4
Punts (-1, -2) i (1, 2). p4
p4
y 4
lim_ f(x) = +o0; lim_f(x) = —oo A
x—0%* x—0" .
Asimptota vertical en x = 0. -
. /
Asimptota obliqua en y = x. P
+
4
/’,
v
Pagina 328
e . @ Y
27 Observa aquestes grafiques i descriu en cada cas:
a) Les branques infinites, asimptotes i posicié de la 2 /‘\
corba respecte a aquestes.

=4\ [=2 / 204 X
b) Els punts singulars i els intervals on creix i decreix.

a) ® Funcid |

Té una branca parabolica quan x — —co.

La recta y = 0 és una asimptota horitzontal quan x — +oo i la funcié queda per sobre de
l'asimptota.

e Funcié II

Larecta y=x—2 ésunaasimptota obliqua quan x — —oo iquan x — +oo. En ambdos casos, la
funcié queda per sota I'asimptota.

Larecta x=0 és una asimptota vertical i la funcié tendeix a —co pels dos costats.
b) ® Funcié I
El punt (=2, —4) és un minim. El punt (3, 2) és un maxim.
Hi ha un altre punt singular, (0,5; —1), pero no és ni maxim ni minim.
e Funcié I1

Només té un punt singular, el maxim (-1, —4).
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28 Donada la funcié y = ‘Z’L , comprova que:
x“+1

e té derivada nul-la en (0, 0).

e larecta y =2 és una asimptota horitzontal.

* la posici6 de la corba respecte de 'asimptota és:
Six > —o0, y<2
Six = +o0, y<2

Representa-la.

' 4x
° X)) = ———
£ (x%+1)2
f(©0)=0 _ ,
f’(O) -0 — La derivada en (0, 0) és nul-la.
2 2
s lim Bl B2 o Lareaa y =2 és una asimptota horitzontal.
vy x? xmEe 42

2
« f) -2 = %_2: 2

+Xx x%+1

Com que la diferencia sempre és negativa, la funcié queda per sota de l'asimptota y = 2.

4
2
2
el
1
—4-3-2 —11 4X
2
3
4
29 Completa la grafica d'una funcié de la qual sabem que té tres punts singulars: 1 1
=5 5 i L =
(25} ©0, (53] g
Les seves branques infinites s6n representades a la dreta. —2 2
Vol
(I
\ \
\ 2 \‘T‘/
_‘2 4 X
- 2
—— \
\ \
\ |
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30 Representa una funcié y = f(x) dela qual coneixem:
* Domini de definicié: IR — {0}
* Tallal'eix X en x=1.
* Asimptota horitzontal: y =0
Six > +oo, flx) <0
Six — —oo, flx) <0
* Asimptota vertical: x =0
Si x = 0%, flx) —> +o0
Six = 0, flx}) > —o
e Minim en (2, -1).

31 Representa y = f(x) dela qual coneixem:

* Asimptota vertical: x =2 * Asimptota obliqua: y = x/2
Six — 2% flx) - —oo Si x = +0o, flx) <x/2
Six —> 27, flw}) > +oo Six > —oo, flx) > /2

e Talls amb els eixos: (0, 1), (-2, 0), (3, 0)

// E/R

Per resoldre

32 a) Troba el vértex de la parédbola y = x% + 6x + 11 tenint en compte que en aquest punt, la tangent
és horitzontal.

b) Troba les coordenades del vértex d'una parabola qualsevol y = ax? + bx + c.
) f'(x)=2x+6=0 > x=-3

Punt (-3, 2).
b) f'(x) = 2ax + b

f'(x)=0 = 2ax+b6=0 — x= g—b és I'abscissa del vértex.
a

2
b\ _ [=b —b _—b*+dac ,_y .
f <_2a> =a (_24> +b <_2/z) +c= 4 és |'ordenada del vertex.
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33 Determina la parabola y = ax? + bx + ¢ que és tangent alarecta y=2x—3 enel punt A(2, 1)
i que passa pel punt B(5, -2).

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b
f(2)=1 = 4a+2b+c=1 a=-1
f'(2)=2 — 4a+b=2 b=6

F(5)==2 = 25a+5b+c=-2| ¢=—7
La funcié és f(x) = —x? + 6x — 7.

34 Troba el valor de x per al qual les tangents a les corbes y = 3x2 —2x +5 i y = x? + 6x siguin
paral-leles i escriu les equacions d'aquestes tangents.

x)=3x2—2x+5 = f'(x)=6x—-2
g((x)):xlmx > g'(x):fZ(x)+6 fx=2=2er 6 = x=2
Pera f(x) = 3x* —2x + 5, latangenten x=2 és:
y=10x-2)+13 = y=10x-7
Pera g(x) =x2+6x la tangent en x =2 és:

y=10(x-2) + 16 — y=10x—4

35 Troba a, b i ¢ en f(x) = x> + ax® + bx + ¢ de manera que la grafica de f tingui tangent horit-
zontal en x=—4 ien x=0, ique passi per (1,1).
f) =x3+ax® + bx + ¢
F(x) =3x%+ 2ax + b
F1(-4)=0 = 48-8a+b=0] ,
f0)=2 = 56=0 b=
F()=1 = l+a+b+c=1 c=-6

La funcié és f(x) = x7 + 6x% - 6.
36 L'equacié de la recta tangent a una funcié f(x) en el punt d'abscissa x=2 és 4x—3y+1=0.
Quin és el valor de f'(2)2 1 el de f(2)2

Aillem y de l'equacié de la recta tangent: y = 4yl

37 3
f'(2) ésel pendent de la recta tangent en x = 2; ésadir, f'(2) = %

Com que la recta tangent i la corba passen pel punt de tangéncia, f(2) = %Q + % =3.

37 Troba una funcié de segon grau sabent que passa per (0, 1) i que el pendent de la recta tangent
en el punt (2, 1) té valor zero.

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b

f0)=1 = 1=¢ a=1/2
f2)==1 > —1=4a+2b+c; b=-2
£ (2)=0 = 0=4a+b c=1

La funcié és f(x) = %xz —2x+ 1.
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38 Troba els punts singulars i les branques infinites de les funcions segiients i representa-les:

a) flx) =2 322 + 1 b) fx) = x + 423 o) flx) = 12x— 3 d) flx) = —x* + 4a?
a) f'(%) = 3x% — 6x
f’(x)=0—>3x2—6x=0—>x=0,x=2 4{/ ”
3
f(0) =2, f(2)=-3 — Els punts singulars s6n (0, 1) i (2, -3). )
xé{rﬁo (x3-3x2+1) = +o0 !
xlﬁﬁo (3 =324 1) —oo —4—3—2—1/ 1 2 /[3 4X
b) £'(%) = 4x3 + 12x2 e
f)=0 - 4x3+12x2=0 - x=-3, x=0 b0
f(=3) =27, f(0) =0 — Els punts singulars sén (-3, -27) i (0, 0). o
im (x4 + 4x3) = +oo
im (% 4 4x3) = oo 20 | -10 10 [ 20 [X
10
2
) (%) = 12 — 3x? .
f@=0 - 12-3x2=0 — x=-2, x=2 T
f(=2) =-16, f(2) = 16 — Els punts singulars sén (-2, -16) i (2, 16). 8
xéz)’rJrnm (12x — x3) = —oo 16 8 16X
lim (12x — x7) = +oo |

d) f'(x) = —4x + 8x
F0)=0 = —4x3+8x=0 — x=—y2, x=0, x=42
f(=42) =4, A0)=0, £(2) =4 — Els punts singulars sén (2, 4), (0, 0) i (42, 4).
im (x4 dx?) = —oo

xlz’m (—x* + 4x2) = —o0

—0 » B!

\\
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39 Estudia i representa:
a)y=x°-3x+2 b) y = 23 — 9x? + 24x - 20 Qy=x—6x>-8x-1 d)y=x%—8x?+2

a) f'(x) = 3x2-3
f'(x)=0 = x==1

[}

§§~

Y= r3x+2

£(1)=0 = (1,0)
FE1)=4 > (-1,4)

xl_)z’r_nm(xa—3x+2)=—oo 5

xéﬁﬂm (63 = 3x+2) = +o0

———

b) f'(x) = 3x% — 18x + 24
' 6+436-32 6+2 x=4 = X3 — 9x} +24x 4
flx)=0 > x= 5 = ; <x=2 ot +[2 2)”

’ |

F&)=—4 — (4,-4)
f(2)20_>(2’0) 4 | 4

xé{”m (x3 — 9x + 24x — 20) = — o

——l_

xéz:rﬁo (x3 — 9x + 24x — 20) = +oo

Q) fl(x) = 5x* — 18x% - 8 L5 Teb ek

w00 o [T2 > f@=-33 > 2.3 3
f *) = .X'=—2 — f(—2)=31 - (_2')31) 2

xl_)z’;:nm (x> —6x3 - 8x—1) = —oo

lim (x> —6x3 —8x—1) = +oo BEENES 10| 15

X — +0o

d) £'(x) = 4x3 — 16x
x=0 = £(0)=2 = (0,2) T p

=0 = {x=2 = f(2)=-14 — (2,-14)
x==2 = f(-2)=-14 — (-2,-14)

>~

xél:iiim (x4—8x2 + 2) = + 00

xl_)z’rzc (x*—8x2+2) = —oo
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40 Comprova que aquestes funcions no tenen punts de tangent horitzontal.

Representa-les estudiant-ne les branques infinites i els punts de tall amb els eixos:

_x-3 e | _a _ 1
)y = x+2 5 by = x = 3 +4x dy- (x—2)?
"(x) = 0
D (x+2)2¢

Il
I amEyEEN
. -
g q
G 1 S O 7/ B // 4
A
|
1
b) £ = £+ g
-3
Els punts de tall sén: (1, 0), (-1, 0)
/)
6 A
xt -1 /
)= X 4 /
N
A
6 | 4 | 2| 4
/(/ o
)4
)4
)4
4 G
P v
rd
) f()=x?+4=20
El punt de tall és (0, 0).
|
|
I A A :I
3
6 4| 4
|
|
|
dFf)=—"2 .0
f (x-2)°
El punt de tall és (0, %)
5 (x=2)2
4 | 2 4
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41 Estudia i representa les funcions segiients:

a = X b = X C = L
)y x*-16 )y 1- 2 )y x?—6x+5
(x—1)% x? -1 x?
d = = f =
)y x+2 ©y x+2 )y 1— 42
, —x*—16
2 fi) = =2=16 y
(x*-16)? et
Asimptotes verticals: x=-4, x=4 6
Asimptotes horitzontals: y=0 N
No hi ha asimptotes obligiies ni punts de tangent horitzontal. \\\
—6 — N X
5 \
b)fr(x) - X2 +1 Y]
(1-x%?
Asimptotes verticals: x=1, x=-1 3 |
Asimptotes horitzontals: y =0 ] 21 T
No hi ha asimptotes obligiies ni punts de tangent horitzontal. :
X
B[ DH 0 1
T
1B
—x* —dx+17 . .
O fi) = == dxxl7 gl -
f (x*—6x+5)2 ICEE '
Asimptotes verticals: x=5, x=1 et LI
Asimptotes horitzontals: y =0 s / \
AL S
No hi ha asimptotes obligiies. S — y <
Els seus punts de tangent horitzontal son, aproximadament: ST
(-6,58;-0,052), (2,58;-1,197) T i
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' x“+4x -5 Y
d)f) = S5
(x+2) :

; . ’ =D
Asimptotes verticals: x = -2 V=T
Asimptotes obliqiies: y=x—4 o
No hi ha asimptotes horitzontals. \5
Els seus d hori al sén: N T

punts de tangent horitzontal sén: N T x
6 4 -4
(1, 0), (-5, 12) -
sst
4 x- -7 =
N
N 5
\- 20
\
: x?+4x+1
O fin) = Erdxel y
(x+2) /
Asimptotes verticals: x = -2 - /,f ’
’ .. 2 11 /ﬁ/
Asimptotes obliqiies: y=x—2 = ” A
+ 7
/
No hi ha asimptotes horitzontals. \2 /,/f/
Els seus punts de tangent horitzontal son, aproximadament: T T~ —— X
2L
(-0,26; —0,54), (-3,73; —7,46)
// ™\
yEX=LR |4 \
pd
LA \
pd
A
A
0 F) = —2% ¥
f (1-x%)2 4
Asimptotes verticals: x=1, x=-1 b M
\ I+x
/ . . _ X
Asimptotes horitzontals: y = -1 AR )
No hi ha asimptotes obligiies. 11/
El seu punt de tangent horitzontal és: -
N I~ I O O A B
(0,0)
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42 Troba les asimptotes, els intervals de creixement i de decreixement, els maxims i els minims, i

representa les funcions segiients:
2 2 2 2
)y __ % by=_ %X Q) y= X —x+1 dy= X5
)y x%—4x+3 )y (x—2)2 )y rx+l )y 2x -4

oy - —4x?+6x
VS0 = (x% —4x +3)2

\
Asimptotes verticals: x=3, x=1 6 ‘\
\

Asimptotes horitzontals: y =1

No hi ha asimptotes obligiies.

Els seus punts de tangent horitzontal sén:

™
[

0, 0), @ —3)

b) Flx) = — 4%
) (%) PREE ;

Asimptotes verticals: x =2

52

Asimptotes horitzontals: y =1

—

No hi ha asimptotes obligiies.

El seu punt de tangent horitzontal és: (0, 0)

v 2xt=2 Y
9 fe = (x*+x+1)2

Asimptotes horitzontals: y =1 e

—

No hi ha asimptotes verticals ni obliqties.

Els seus punts de tangent horitzontal sén: =6 1= =

()

oy 2x%—8x+10
DS = ey § :

Asimptotes verticals: x =2 6

Asimptotes obliqiies: y = % +1 Pa T

. ’ . . . <
No hi ha asimptotes horitzontals ni punts de tangent horitzontal. > X
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43 Calcula el valor de a perque f(x) = In <x’:-24> verifiqui que f'(2) = 0.
fl) =2lnx—In(x + a)

)= 2 _ 1 )y =1-__1_
f(x)_x x+a —)f(2)_1 2+a

r l
2)=0—51--L -0 4--1
/@ 2ia ¢

44 Donada f(x) = 2x> + 12x% + ax + b, trobael valorde « i b perqué larectatangenta fen x=-2
sigui y = 2x— 3.
Com que la recta tangenten x=-2 é y=2x— 3, tenim que:
f(=2)=2(-2)-3=-7
f'(=2)=2 }
Flx) =6x% + 24x+a
F(=2)=2 = 6(-2)?+24(2)+a=2 — a=26
f2) =7 = 2(=2)° + 12(-2)2 +26(=2) + b=-7 — b=13
45 Troba el valor de £ perque la tangent a la grafica de la funcié y=x?>—5x+ & en x=1 passi per
I'origen de coordenades.
* Pendent de la recta tangent:
fx)=2x-5 — f'(1)=-3
* Puntde tangéncia: x=1; y=1-5+%k — (1,4 + k)
* Equaci6 de la recta tangent:
y=—4+k-3(x-1)
« Perqué passi per (0, 0), ha de verificar-se:

O=—4+k+3 > k=1

46 Troba els punts de la grafica de f(x) = x> — 3x% + x en qué la recta tangent forma un angle de 45°

amb I'eix d'abscisses.

Si la recta tangent forma un angle de 45° amb I'eix OX; el seu pendent és 7g 45° = 1.

Busquem els punts on f"(x) = 1.

F(x) =3x% - 6x+ 1

F)=1—>3x2—6x+1=1— x=0, x=2

Com que f(0) =0 i f(2) =-2, els punts (0, 0) i (2, —2) s6n els que compleixen les condicions del problema.

47 Donada la parabola y = 5 + 6x — 3x%, es traca la corda que uneix els punts d'abscissa x = 0 i
x = 3. Trobal'equaci6 de la recta tangent a la parabola que és paral-lela a aquesta corda.

f(0) =5 i f(3) =—4. Per tant, el pendent de la corda que passa per aquests punts és _34%05 =-3.
Procurem de trobar el punt que compleixi la igualtat f"(x) = —3:

f’(x)=6—6x
fix)=-3 - 6-6x=-3 — x:%

2
Com que f<%>:5+6-%—3-<%) =24—9, la recta tangent és y=—3<x—%)+2,
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48 El cost total (en dolars) de fabricacié de ¢ unitats d'un cert article és: C(q) = 3¢* + 54 + 75

Cc
El cost mitja per unitat és: M(q) = @

a) Quantes unitats s'han de fabricar perque el cost mitja per unitat sigui minim?

b) Calcula C(g) i M(q) per al valor de g que has trobat en I'apartat anterior.

2
a)M(q):M
(2,2 2 23,2 5, 2_
M) - (69+5)q (qu +5¢+75) _ 64" +5q 3; 59 75=3qqz75 0

— ¢%=25 — g=5 unitats
S'han de fabricar 5 unitats.

b) C(5) =175; M(5) = 35

49 Lafuncié f(x) = % (f(x) en milers d'euros, x en anys) indica els beneficis obtinguts per
x4+

una empresa des que va comengar a funcionar.
a) Representa-la graficament.
b) Al cap de quant de temps obté I'empresa el benefici maxim? Quin és aquest benefici?

¢) Perd diners I'empresa en algun moment?
2 Fi) =9 (x* +9) = 60x-2x _ 60x% +540 —120x> _ —60x® + 540
(x2+9)2 (x2+9)2 (x2+9)2
Maixim en (3, 10).

=0 — x=3 (x=-3 no ésen el domini).

Jlim f(x) =0 — asimptota horitzontal: y =0

La grafica seria:

—

N BN 0 O

/
/
[

2 4 6 8 101214 16 18

b) Benefici maxim en x=3 — Al cap de 3 anys.
El benefici seria f(3) = 10 milers d'euros.

¢) No perdra diners ni arribard un moment en qué no obtingui beneficis ni perdues, ja que f(x) = 0
i flx)>0 peratot x> 0.

50 Aplica la regla de I'Hépital per resoldre els limits segiients:

t
a) lim ex.—l b) ltm 2— X c Ilim ln—x
x—=0 sinx x—~0 Sx x—to0 42 4 Sx—1
x .
d lim I —sinx Y sinx
)x—'+°° ln(2x+1) ©) xl—% sinx )x% X+tgx

a) lim =1 _0 _ jpy € 4

o sinx T 0 T 20 cos x

VR 1+tg2x 1
0 f G = § =t
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I Inx _ 4o _ g Vs _ 00 1
9 P x2+5x—1 +00 S 2x+5 U ~(2x+5)
d) x—%@“ 1n(2x+1) - + oo _xélquoo 2 _xélquoo 2 =+
2x +1
o) lim X=sinx _ 0 _ j,, 1-cosx _
x—0 Sinx 0 <20 cosx
£) lim—snx_ 0 _yp, cosx 1

x=-0x+tgx 0 x—0 1+1+tg2x_2

51 Troba els limits segiients:

a) lim 1—cos x b) lim 4[x—In(1+x)]
£=0 (o5 _1)2 x~0 xln(l+x)

Y L=cosx _ 0 _ 1 sin x iy sinx __ _0 _ 1 cosx _ _ 1
2 bl (=12 0 <20 2(¥=1)e* Fl 202 -2¢ 0 20 42 265 2
4[1— 11

b) “’%W% lim L
i XL+ X T I (1+x)+—=
1+
X
, l1+x , 4x 0
= l = / =— =
2 T+x)In(1+x)+x pa (1+x)ln(1+x)+x 0
1+x
= [l’}’}’(l) 4 =%=2
o In(1+x)+ 1+x+1
1+x

52 Donada la funcié f(x) = ax> + bx, troba a i b perqué f passi pel punt (1, 3) i en aquest punt
la tangent sigui paral-lela a la recta y = 4x + 1.

Passaper (1,3) = f(1)=3 > a-13+b-1=3 > a+b=3
Perque la recta tangent sigui paral-lela a la recta donada, f'(1) = 4
() =3ax* + b

F()=4 > 3a-12+b=4 - 3a+b=4

Ara, resolem el sistema:

a+b=3

1, 5
3ﬂ+b=4} asy by

53 Determina, en cada cas, els valors maxim i minim de la funcié en l'interval que s'hi indica.
a)y=x2-6x-4, x€[0,5]
b)y=x3-6x%+12x-5, xe[-1,4]
o y=x-3x2 xe[-2,4]

dy=—2*, xe[0,2
)yx2+1x[]

Trobem els punts singulars que queden dins dels diferents intervals, avaluem en aquests i en els
extrems dels intervals.
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a) f1(x) = 2x—6
fx)=0 > 2x-6=0 - x=3
A0)=-4 A3)=-13 £(5)=-9
El maxim es troba en x =0 ival —4.
El minim es trobaen x=3 ival —13.

b) £'(x) = 3x2 = 12x + 12
F)=0 - 3x2—12x+12=0 — x=2
f-l)=—24 f(2)=3 fl4) =83
El maxim es troba en x =4 ival 83.
El minim es trobaen x=—-1 ival —24.

o) f'(%) = 3x% — 6x
F)=0 > 3x2—6x=0 - x=0, x=2
f=2)=-20 A0)=0 A2)=-4 f4)=16
El maxim es trobaen x=4 ival 16.

El minim es trobaen x=-2 ival =20.

& f() = L=

(x*+1)2

2
fx)=0 — 1-x =0 > x=-1, x=1
(x*+1)2

fO=0 fin=fn=1 f2-2

El maxim es trobaen x=1 ival %

El minim es trobaen x=0 ivalO.

54 Troba els maxims i els minims de les funcions y = sin x i y = cos x enl'interval [0, 27].

* y=sinx
f'(x) = cos x
fx)=0 > cosx=0 — x:%, x:%‘

f0)=0 f(Z)=1 f<32“) -1 f2m =0
El maxim es trobaen x= & ival 1.

El minim es troba en x = 2% i val —1.
* y=cosx

f'(x) = —sinx

f'(x)=0 = sinx=0 > x=0, x=n, x=21
f0)=1 fln)=-1 f2n)=1

Els maxims es troben en x=0 i x=2n ivalen 1.

El minim es trobaen x == ival —1.
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55 Estudia el creixement de les funcions segiients i digues quins s6n els maxims i els minims:
a) y=(x*-3x+ 1)e*
2
b)y=%_

o
Oy=ln xZ+1)
d)y=xhx
a) Punts singulars:
Fx) = 2x=3)e¥ + (x2 = 3x+ 1)e* = e¥(x> —x - 2)
fx)=0 — Hxt—x-2)=0 5 x2—-x-2=0 > x=-1, x=2
Creixement i decreixement:

. f'<0 f'>0

2 _

\[2
/

f=1) = % - <—1,%) és un maxim.

f2) =—e? > (-1, —¢?) ésun minim.
Intervals de creixement: (—oo, —1) U (2, +o0).
Intervals de decreixement: (-1, 2).

b) Punts singulars:

2

1) = Q- —x*. 8 Dx—x?

(ex) 2 &
2
F)=0 — =X _0 5 x-0, x=2
e
Creixement i decreixement:

f'<0 f'>0 f'<0

~, 0 _— 2
f(0) =0 — (0, 0) és un minim.
f2) = % — (2, 4 ) és un maxim.

/

2
e
Intervals de creixement: (0, 2).
Intervals de decreixement: (—oo, 0) U (2, +00).

¢) Punts singulars:

£l = 2

x“+1

F=0 = 2 0 - x=0
x“+1

Creixement i decreixement:

f'<0 . f'>0

f10)=0 — (0, 0) és un minim.
Intervals de creixement: (0, +oo).

Intervals de decreixement: (— oo, 0).
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d) Dom = (0, +oo)
Punts singulars:
f@)=lhx+1
f)=0— Inx+1=0 - x=¢!
Creixement i decreixement:

. f'<0 . f'>0
0 ~ Ie*/'

f(e_l) =—' = (¢71, =) és un minim.

Intervals de creixement: (¢!, +o0).

Intervals de decreixement: (0, e71).

X —
X +

56 Prova que hi ha un punt dela corba y=arc g L enel qual la recta tangent és paral-lela a la
bisectriu del primer quadrant.

La bisectriu del primer quadrant té pendent 1. Per tant, el punt en que la recta tangent és paral-lela a
aquesta, compleix |'equacié.

r 1 2 1
(x) = . =
f 1+ -1V (+D)?% x*+1
x+1

fx=1—> 21 =1 - x=0
x“+1

f(0) = —% — Enel punt (O, —%) la tangent a la corba és paral-lela a la bisectriu del primer quadrant.

57 Estudia la continuitat i la derivabilitat d'aquestes funcions:

a) fx) = {x2—2x+1 si x<2

2x+5 si x>2
2x -5 si x<3
b =
)8) {x—Z si x>3
2 si x<0
i) < 1€t
b {x2+x+3 si x>0

a) Anomenem f(x) = x2—2x+1 i f(x) = =2x+ 5. Ambdues funcions sén continues i derivables
pel fet de ser polinomiques.

f1(2)=1}

Per tant, la funcié f(x) també és continua en el punt de ruptura i, en conseqiiéncia, ho

£@)=1 és en tot IR.

[0 =2x-21 f5(x)=-2

f12)=2 , , y i

)= Com que f"(2) = f(2), lafuncié f(x) no és derivable en x = 2.

La derivada queda aixi:

2x—2 si x<2

ACE {_2

si x>2
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b) Anomenem g;(x) =2x—5 i g,(x) = yx —2. Ambdues funcions sén continues i derivables on estan
definides.

213)=1
2,3)=1

Per tant, la funcié g(x) també és continua en el punt de ruptura i, en conseqiiencia, ho
és en tot IR.

1
2yx =2

g1 =21¢g5() =

1(3)=2
i,l (3)-1 /2} Com que ¢g';(3) = ¢,(3), lafuncié g(x) no és derivable en x = 3.
2 =

La derivada queda aixi:

2 si x<3
g0 = 1 si x>3
24x =2
c) Anomenem A, (x) = ¥ + 21i hy(x) = x% + x + 3. Ambdues funcions sén continues i derivables.
Per tant, la funcié A(x) també és continua en el punt de ruptura i, en conseqiiéncia,
}.72 (0) =3 /
ho és en totIR.

h' () =e* i h5(x)=2x+1

b, (0)=1
h,l ) 1} Com que 4'1(0) = £'5(0), lafuncié h(x) ésderivableen x=01 4'(0) = 1.
,(0)=

La derivada queda aixi:

b - {e" si x<3

2x+1 si x>3

58 Calcula, en cada cas, elsvalorsde m i n perque les funcions segiients siguin derivables en IR:

xX*—5x+m si x<2 mx?+nx—3 si x<1
= b =
2) f) {—x2+nx si x>2 )8 {2nx—4 si x2>1
3 o 2 .
bx) = (x-1)° si x<0 d) i) = 1% +3x  six<-2
94 {mx+n si x>0 ) () 2—nx—4 si x2-2

a) Anomenem fi(x) = x> —5x+m i f5(x) = —x? + nx. Ambdues funcions sén continues i derivables
pel fet de ser polindomiques.

Perque la funcié sigui continua en el punt de ruptura x = 2, ha de ser:

fi(2)==6+m

f2(2):—4+2n} — —6+m=—4+2n

f10)=2x=5y fHx) =-2x+n

Perque sigui derivable en el punt de ruptura x = 2, ha de ser:

f12)=-1
Fr@=—4+n

Resolem el sistema:

} = —l=-4+n

—6+m=—4+2n

— FElsvalorssén m =38, n=3.
—l=—4+n
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b) Anomenem g;(x) = mx?+ nx—3 i 2(x) = 2nx— 4. Ambdues funcions sén continues i derivables

pel fet de ser polinomiques.
Perque la funcié sigui continua en el punt de ruptura x = 1, ha de ser:

g1(D)=m+n-3

& (1)=2n—4 }—)m+n—3=2n—4
,(1)=2n-

21(x)=2mx+nighx) =2n
Perque sigui derivable en el punt de ruptura x =1, ha de ser:

g1()=2m+n

= 2m+n=2n
g’2(1)=27’l }

Resolem el sistema:

m+n—3=2n—-4

— Elsvalorssén m=1, n=2.
2m+n=2n

) Anomenem A;(x) = (x—1)> i hy(x) = mx + n. Ambdues funcions sén continues i derivables pel
fet de ser polindomiques.

Perque la funcié sigui continua en el punt de ruptura x =0 ha de ser:

b (0)=-1
by (0)=n — n=-1

b)) =3x-1)2%1i h5(x) =m

Perque sigui derivable en el punt de ruptura x = 0, ha de ser:

b1 (0)=3
15 (0)=m —> m=3

d) Anomenem j(x) = mx? + 3x i j,(x) = x2 — nx — 4. Ambdues funcions sén continues i derivables
pel fet de ser polindomiques.

Perque la funcié sigui continua en el punt de ruptura x = -2, ha de ser:

j1(2)=4m—6

7h(2)=2n } — 4m—-6=2n

Jh) =2mx+3 1 j5(x) =2x—n
Perque sigui derivable en el punt de ruptura x = -2, ha de ser:

() =—4m+3

722 =—bn } = —4dm+3=-4—n
L (-2)=—4—

Resolem el sistema:
4m—6=2n

— FElsvalorssén m=2, n=1.
—4m+3=—4—n
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59 Donades les funcions f(x) = x*—5x2 + 6x i f(x) = ¢** troba, en cada cas, {7, f", £, f™. Quina

sera la derivada enésima de cada una de les funcions donades?
o flx) = x* = 5x% + 6x
f(x) =4x3 - 10x+ 6

Fx) = 12x2 - 10

[ (%) = 24x

[V (x) =24

fV(x) =0 i, des d'aquesta, totes les derivades successives segiients.
o flx) = e

Fi) =2

fx) =4 e*

() = 8 e

FV(x) =16 e
La férmula general, tenint en compte que els coeficients sén potencies de base 2, és:

fn)(x) _ 2n€2x

60 Troba dos nombres positius la suma dels quals sigui 100 i el seu producte sigui maxim.

61

Siguin x i y dos nombres positius.

x+y=100 — y=100-x

El producte és P = xy = x(100 — x) = 100x — x2

Busquem que el producte sigui maxim:

P'=100 - 2x

P'=0 — 100-2x=0 = x=50 — y=100-50=50
Ara comprovem si el valor x =50 és un maxim:

P'>0 . P'<0

0 _—" 50 ~,

Per tant, quan x =y = 50, s'obté el producte maxim que és P = 2500.

Calcula dos nombres la suma dels quals sigui 50 i tals que la suma dels seus quadrats sigui
minima.

Siguin x i y dos nombres.

x+y=50 = y=50-x

La suma dels quadrats és S = x? + y% = x2 + (50 — x)? = 2x? — 100x + 2500
Busquem que la suma de quadrats sigui minima:

S'=4x-100

§'=0 = 4x-100=0 — x=25 = y=50-25=25
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62

63

Ara comprovem si el valor x =25 és un minim:
§'<0 . S'>0

~ 75 _—

Per tant, quan x =y =25, s'obté la suma de quadrats minima, que és §=1250.

Troba dos nombres positius el producte dels quals sigui 100 i la seva suma sigui minima.

Siguin x, y els nombres positius.

xy=100 — y= —120

Lasumaés S=x+y=x+ 100

X

Volem trobar la suma minima:

' 100

x2

§'=0 - 1- @ =0 > x=+10 > x=10 (només és valid el resultat positiu)
X

Vegem si és un minim:
§'<0 | S'>0

0 T~y 10 _—

Per tant, quan x =10, y= IIL(;) =10, s'obté la suma minima, que és § = 20.

Troba la base i I'altura del triangle isosceles de perimetre 30 cm I'area del qual sigui la major

possible.

* Anomena x la meitat de la base.

Sianomenem x la meitat de la base i h I'altura del triangle, el costat desigual mesura 2x i cada un

dels costats iguals mesura 302;236 =15—x.

Pel teorema de Pitagores: h = /(15— x)2 — x? =225 30x
L'area del triangle és A = w =xy225-30x

, -30) 225-30x—15x  225-45x
A'= J225-30 x - -
25 30k {225-30x  4225_30x

, 225 —45x
A=0 5 =2
¥225—-30x

Comprovem si hem obtingut un maxim.

=0 — 225-45x=0 — x=5cm

Ffectivament, x =5 cm és un maxim. La base mesura 10 cm, l'altura mesura h = 4225-150=543 cm
i I'Area maxima és A = 2543 cm?.
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64

65

66

Amb 100 m de tanca volem delimitar una parcel-la rectangular aprofitant una paret, de manera
que només hagim de tancar tres dels costats. Calcula les dimensions de la parcel-la d'area maxi-
ma que podem tancar.

Anomenem x els costats del rectangle perpendiculars a la paret i y el costat paral-lel a aquesta.
2x+y=100 — y=100—-2x

L'area del rectangle és:

A =xy=x(100 - 2x) = 100x — 2x?

Volem trobar el valor que déna lloc a I'area maxima:

A'=100 - 4x

A'=0 - 100-4x=0 - x=25m

Comprovem que és un maxim:

A'>0 . A'<0

0 _— 25 ~,

Per tant, I'area maxima es produeix si x=25m, y=100-50=50m iés A=25-50=1250 m?2.
Troba els costats del rectangle d'area maxima entre tots els que tenen la diagonal de 12 cm.
Anomenem x, y la base il'altura del rectangle, respectivament.

x2 492 =122 - y= 144 - ¥?

L'area del rectangle és:

A =xy=x|144 - x?

Trobem el valor que déna l'area maxima:

Ao TH A _144-24

J144—x2 1442

2
A’=0 N 144—236

V144 — x2

Comprovem que és un maxim:

-0 — 144 —2x% =0 — Obtenim només una solucié vilida: x = 642 cm.

A'>0 . A'<0

0 — &7 T~

Els costats x = 6y2 cm, y = y144—(642)? =642 cm ens proporcionen el rectangle d'area maxima,
que és A =72 cm?.

Es vol construir un barril cilindric amb una capacitat de 150 /. Troba el radi i I'altura del cilindre
perque la quantitat de xapa emprada en la construccié sigui minima.

Siguin 7 i h el radiil'altura del cilindre, respectivament.

150

7'57’2

rh =150 — h=

La quantitat de xapa és igual a la suma de 1'area lateral més les arees de les tapes:

A=2nrh + 2nr? = 2(nr 150 +mr? =2<150+7U’2>
nr? r
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68

Trobem el valor que déna I'area minima.

A'= 2(— 150 +27tr>

;,2

A=0 — -0 o0 & 20 3 150 r:3lﬁ -
2 72 2n TE

po 150 150 _,3[75

2 2
nr n<3/ﬁ) T
T

Comprovem que 7= 3/7—5 és un minim:
T

A'<0 | A'>0

0 \3\/5/

Per tant, les mesures sén 7 = 3/ﬁ dm, h=23 75 dm.
T

T

De tots els ortoedres de base quadrada i area total igual a 20 cm?, troba les dimensions del que
té el volum més gran.

Suposem que x és el costat de la base quadrada i que y ésl'altura de I'ortoedre.

2 10 — x2

— 22+ 4wy =20 - y-=
X7+ 4X) J x

L'area total és igual a 20 cm

2 10—x? _ 10x— 7
2x 2

El volum de I'ortoedre és V= x?y = x

Trobem el valor de x que proporciona el volum maxim.

10 —3x7
V= 2

2
V=0 — % =0 > x= /13—0 (el resultat negatiu no té sentit).

V'>0 | V'<0

0/\/?\

, , 10— /1073  [10 . . 10 [10
Lalturaés y= ——2 — /2 jelvolum mixim, V= -2 [~L cm3.
7 2410/3 3 3 3

En un semicercle de radi 10 cm s'inscriu un rectangle. Calcula les dimensions d'aquest rectangle
perque la seva area sigui maxima.

Siguin x i y la semibase i l'altura del rectangle, respectivament.

10 C X

x2+92=10% - y=y100 - x?
L'area és A = 2xy100 — x2
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Trobem el valor de x que proporciona I'area maxima:

2 2
A'=2 ’100—362— X :2100—2x
( «/1oo—x2) v100 — x?

2
A'=0 — 2100=2x" _ 5 100—2x2=0 — x= 542 (el resultat negatiu no té sentit).

J100 — &2

A'>0 - A'<0

o — S\I/E ~
Si x=5y2cm — y= ¥100—(542)% = 542 cm il'Area mixima és A = 50 cm?.

Qliestions teoriques

69 Dibuixa una funcié que tingui derivada nul-laen x =1 ien x=-1, derivada negativa en
I'interval [-1, 1] i positiva per a qualsevol altre valor de x.

[k

70 Posa exemples de funcions f la derivada de les quals sigui f'(x) = 2x. Quantes n'hi ha?

N'existeixen infinites.

fx) = x% + k, on x és qualsevol nimero.

71 Aquesta es la grafica de la funcié y = x3.

a) Té cap punt singular?

-

b) Es creixent o decreixent en x = 0?

©) Quina és I'equacié de la recta tangent en x = 02

a) El punt (0, 0) té tangent horitzontal. Aquest és I'Gnic punt singular.
b) La funcié és creixent en x = 0.

¢) Larecta tangenten x=0 és y=0.

72 Hi ha cap punt de la funcié y = 4x — x*> en el qual la tangent sigui 4 /
parallela a la recta 72 En cas afirmatiu, troba'l. 5
/11 1\
fl(x)=4-2x 3
4-2x=1 == [ \
Pendentde la recta=1 ¥ELT Ry
Punt <%, %)

73 Demostra, usant la derivada, que I'abscissa del vertex de la parabola y = ax* +bx+c és x= ;—z.

f'(x)=2¢zx+b=0 %x=;’7ﬁ
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74 Sabent que f'(2) =0, quina d'aquestes afirmacions és correcta?
a) La funcié f té maxim o minim en x = 2.
b) La recta tangent en x =2 és horitzontal.
¢) La funcié passa pel punt (2, 0).
La correcta és la b).
75 Y Aquesta és la grafica de f”, la funci6 derivada de f.

Jil©) a) Té f cap punt de tangent horitzontal?

« b) Es f creixent o decreixent?

a) Si,en x=2, jaque f'(2) =0.
b) Si x <2 és creixent, jaque f'>0; isi x>2 ésdecreixent, jaque f'> 0.

76 Y Observa la grafica de la funcié y = f(x).
) Quina sera la grafica d'una funcié y = g(x) tal que g'(x) = f'(x)

v ig0)=-12

Com que f(0) =1, hadeser g(x) = f(x) —2; ésadir, seriala mateixa grafica que la de f(x), pero
desplacada dues unitats cap avall. D'aquesta manera:

g0)=f0)-2=1-2=-1
2(x) = D[flx) — 2] = f"(x)

77 Sabem que f'(x) = 1 3 i g(x) = x? + 1. Troba, si és possible:

a) Df[g(2)]
b) Df[g(x)]
) Dg[ f(2)]
= = 1 1
a) Df[g@)] = Df(2* + 1) = DfS) = 515 =5
_ 2 + _ 1 _ 1
b) Df[g(x)] = Df(x? + 1) NI

) No és possible perque no es pot determinar f(2).
78 Sabem que £(0) =0, f'(0)=1 i h(x) = e/®, Quin d'aquests tres valors correspon a 4'(0)?
a) % b) 0 ol

h'(x) = el f(x)
Per tant, 4'(0) = ¢/ -£'(0)=¢%-1=1, quees correspon amb b).
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Quina d'aquestes grafiques correspon a la funcié derivada d'una corba que té un maxim en x=1?
Per que?
a) Ve b v 9y
Fl \ flx)
X N AT
JANEA X X

La grafica de 'apartat b), perque f7(1) = 0.
A més,

>0 f'<0

— 1

En conseqiiencia, x =1 és un maxim.

Cert o fals? Justifica la resposta.

a) Si f'(a) > 0, aleshores f és creixenten x = a.

b) Si f'(a) = 0, aleshores f no creix ni decreix en x = a.
©) Si f és decreixent en x = a, aleshores f'(a) < 0.

a) Cert.

b) Fals. Hi ha funcions amb punts singulars on la funcié és creixent. Per exemple, f(x) = x3 és creixent
en el punt singular (0, 0).

¢) Fals. La funcié f(x) = —x3 sempre és decreixenti £'(0) = 0.

Pagina 331

81

Aquesta és la grafica d'una funcié y = f(x):

N
N
L~

X

\

Quina de les grafiques de sota pot ser la de f'(x)? Justifica-ho.

a) YT 2ok b) IRE% <) Y
Ny \ (A
\ 4l WY // \\‘ /
! X ! X
X \ /
\ / ’I \

La grafica de l'apartat ¢), perque f'(=2) = f'(3) =0 enser x=-2 i x=23 punts singulars de f{x).

Com que f(x) creix en l'interval (-2, 3), f'(x) > 0 iaix0 només passa en l'apartat c). La resta de la
grafica de c) és coherent amb la de f{x).

BARCAN®VA
MAAAAAA ==
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82 Associa amb cada una de les grafiques I, I1 i III la grafica de la seva funcié derivada.

o @ v II @ Y
/
21\ 2/ —
4 X
) X / X )
| \ |
| \ |
\\y I/@ Y o) Y o
\I, |/ 2 2
X
X ~
X

[-c II—a UI-b

Per aprofundir

83 Representa una funcié y = f(x) dela qual sabem que f(-1) =2, f(2) =3 i que té per grafica de
la seva funcié derivada f'(x) la segiient:

Y
N o
; X
\
Y|
(x
L~
/ 1 \
1 X
/ \
\
/
l |
84 Observa la grafica de la funcié y = f(x) irepresenta de manera aproximada la funcié y = f"(x).
Y fx)
\ 1 /
\ 5 | X
Y|
/
g
1 X
/
/
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85 Troba les asimptotes obliqiies de la funcié f(x) = yx% +1 iestudia la posicié de la corba respecte

d'elles. Després calcula'n els punts singulars i representa'n la funcié.
Asimptotes obliqiies:
Com que la funcié no és un quocient de polinomis, trobem les asimptotes obligiies fent servir limits.

Recordem que si l'asimptota és y = ax + b, aleshores:

[ 2 2
a= lim X% +1 = lim Yo m X1
X — 400 X X — +oo X X —=too A
2 1— 2 1
b= xéz"rﬁo («/x2+1—x) = lim <«/x i x)(«/x i +x> = lim Kl - lm — L 0

rore («/x2+1 +x> roe («/x2+1 +x) e («/x2+1 +x>

Quan x — +co, 'asimptota obliqua és y = x.

a= lim = lim — = lim = =-1 (perqu¢ x és negativa)
x

’ ) ) <«/x2+l +x)<«/x2+1 —x) , 1
b= dim (P41 =) = i (F4T+%) = lims (RN R T i

Quan x — —co, l'asimptota obliqua és y = —x.
Punts singulars:

'.X’: 2.X'
SO

Aquesta derivada només s'anul-lasi x=0. Com que f{0) =1, I'tnic punt singular és (0, 1).

NE
T~ X
2 2
-2 . N
‘ ‘
. .
. .

86 Prova que la funcié f(x) = Jx no té derivada en x = 0.

El domini de definicié de f(x) ésl'interval (0, +oo); per tant, per poder usar la definicié de derivada,
només podem calcular el limit per la dreta.

La derivada en x =0 hauria de ser el limit:

g JODSO _ TR0, B

x—0* h x—0*

= lim L - 4o

x—0* ‘/H

Com que el limit anterior no existeix, la funcié f(x) = yx no és derivable en x = 0.
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2 .
87 Donada la funcié: f(x) = ax”+bx e si x<0 , determina els valors de 4, & i ¢ perque la
In(x+1) si x>0

funcié sigui continua, tingui un maxim en x = -1 ila tangent en x = -2 sigui paral-lela ala
recta y = 2x.

Anomenem f(x) = ax® + bx + ¢ i () =In (x +1). Ambdues funcions sén continues i derivables
on estan definides.

Perque sigui contiinua en x =0, ha de passar que £,(0) = /5(0).

f10)=c
f2(0)=0 — ¢c=0

Perque tingui un maxim en x = -1, ha de passar que f'(-1) = 0; ésadir, f;(-1) = 0.

f() =2ax+ b

20(-1)+b=0 > 2a+b=0

Perque la tangent en x = -2 sigui paral-lelaalarecta y=2x, hadeser f'(-2) =2; ésadir, f(-2)=2.
Per tant, 24(-2) + b=2 — —4a+b=2

Resolem el sistema:

2a+b=0 L pes
Ldarbo2| T AT

—x2—2x si x<0
La funcié és f(x) =

In(x+1) si x>0

Ara podem comprovar que el punt (-1, 1) és un maxim de f(x) estudiant f";(x) = —2x — 2 en

l'interval de definicié de f;(x).
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1 Observa la grafica de la funcié y = f(x) i respon. 1) Y
a) Quina és la TVM en els intervals [0, 3] i [-4, -2]?

b) Té algun punt de tangent horitzontal? { l 1 X
©) Per a quins valors de x és f'(x) > 0?

d) Sabem que la tangent en el punt d'abscissa x = 0 és paral-lela a la bisectriu del segon quadrant.
Quant val £7(0)2

_fB-A0 122 1
a) TVM [0, 3] = 30 3 2

CAD-fd) g
VM4, 2] = = 1 =2

b) Si, P(-2, 4).
o) Si x<-2, f'(x) > 0.

d) Larecta y = —x (bisectriu del segon quadrant) té pendent igual a —1. Per tant, f"(0) = —1.

2 Donada f(x) = x* — 3x, prova que f'(-2) = -7 aplicant-hi la definici6 de derivada.

fl-2+h)= fi-2)
h

f=2) = (2)2-3(-2)=4+6=10

f2) = lim

fA=2+h)=(2+h)?-3(-2+h)=4—4h+h?>+6-3h=h?>-7h+ 10
f(=2+h) - f(=2) =h*-7h

f2+h) - f=2) h2_7h
h = he7

limh -7 =7
h-0
Per tant, f'(-2) =-7.

3 Troba la derivada de les funcions segiients: s
2
a)_y=3x+l2 b)y:ln(i-e_x> o) y = cos* nx d)y:( X )
x 3 x-—

a) flx) = x 13 4 2x2

F() = 123 431 _%
X

3 332

b) fx) - /n<%>+/ne_x=lnx—/n3—x

, 1 1—x
==_1=
f () X X
) ['(x) = 2w cos © x (=sin mx) = =271 cos 7x - sin TX

e >2D< - )‘3 K xx=2)-x  3xt (- 4y)
x—2 X (x—2)2 (x_2)2 - (X—2)4

df') = 3( -
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4 Escriul'equacié de la tangent a la corba y = /n x* en el punt d'abscissa x = 1.
Punt de tangéncia: x=1, y=/n 12=0 — P(1,0)
Pendent de la recta tangent: f'(x) = 2—’26 = % - f(1)=2
Equacié: y=0+2(x-1) = y= 2xf2

5 Troba els punts singulars de la funcié y = 2 + (1 — x)3. Té maxim o minim relatiu, aquesta funcié?
fl)=2+(1 -x? > f'(x) =3(1 —x)%(=1) = =3(1 —x)?
f®=0—> -301-%"=0—>1-x=0 - x=1
fD=2+(1-102=2
Punt singular: (1, 2).

Com que f'(x) = =3(1 —x)* és menor que 0 per a qualsevol valor de x = 1, £ és decreixent en tot el
seu domini i, per tant, el punt singular no és maxim ni minim.

6 Donada la funcié: f(x) = x2;24:;+4

a) Estudia'n les asimptotes i la posicié de la corba respecte d'elles.
b) Troba'n els maxims i els minims.

©) Representa-la.
a) * Asimptotes verticals: x = 2, perque aquest valor anul-la el denominador pero no el numerador.

2
ESQUERRA: 1,994-2-1,99+4

=398 — flx) = +o

2-1,99
DRETA: 2,012_2.2,01+4__402 S f9) = —oo
’ 2-2,01 N

* Branques infinites. Com que la diferéncia entre els graus del numerador i del denominador és 1,
té una asimptota obliqua.

2
X —2x+4__ _ 4 e de el .
o Ty Larecta y = —x és1'asimptota obliqua.
___ 4
- (9= -4

Si x = —oo, f{x) — (—x) >0 — La funcié esta sobre l'asimptota.
Si x— +00, flx) — (%) <0 — La funcié esta sota l'asimptota.

(2x-2)2-2)—(*-2x+4)-(-1)  _x2+4x

A 2-2° T 2-%?
fx=2 > M:O - x2+4x=0 > x=0, x=4
-

f(0) =0, f(4) =—6 — Els punts (0, 2) i (4, —6) sén punts singulars, on el primer és un minim i el
segon és un maxim.
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7 Representa la funcié f(x) = x5 —12x + 16.
y=x%—-12x+ 16 és una funcié polinomica; per tant, és continua en IR.
* Branques infinites:

m, (x3 = 12x + 16) = +oo
im (7 —12x+16) = —eo
* DPunts singulars:
fx) =3x2-12
F@-0 5 3x2o12-0<" "7
x==2
f2)=2-12-3+16=0 — (2,0)
f=2) = (-2)° - 12(=2) + 16 =32 — (-2,32)
Els punts singulars sé6n (2, 0) i (-2, 32).

Aquesta és la seva grafica:

»
t

N~

T ——

2
8 Estudia i representa f(x) = ¥ x; L

X1
flo) = 2

Domini de definicié: R — {0}

X — 0_3 X) —> —oo
Asimptota vertical: x = 0. Posicié < . ; E ;
x— 07, X) —> —oo

Asimptota horitzontal:
2 x — +oo, flx)<1
lim ¥ =1 - 1; y= 1. Posicié
Xi?oio x2 Y 0sIC10 < X —> —oo, f(X) <1

Punts singulars:

) - 2% x% —(x* —1) 2x _2x_ 2
(x2)2 x4 x3

o 2 . -,
fx)=0 — 5 0. No té solucié.

No té punts singulars.

Aquesta és la seva grafica: v
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3
9 Determina els intervals de creixement i de decreixement de f{(x) = x? —x*—3x.

10

11

3
flx) = % —x2-3x > f'(x) =x%2_-2x-3
Busquem els valors de x per als quals £'(x) >0 — x?>-2x-3>0

fW>0 f)<0 = f>0
/-1\3/’

Intervals de creixement de f: (—o0, —1) U (3, +o0)

Intervals de decreixement de f: (-1, 3)

La funcié té un maxim en x=—-1 iun minimen x = 3.

Calcula el valor de 4 i ¢ perqué la funcié y=2® + bx* + ¢ tingui un punt singular en P (2, -3).
Si P(2,-3) ésun punt singular, aleshores:

A2)= —3}
£1(2)=0

F(%) = 3x% + 2bx
Resolem el sistema:

23+b-22+c=—3} 4b+c=-11

b=-3, c=1
3.22426.220 | 4b=-12 }_> 5 ¢

Troba dos nombres la suma dels quals sigui 34 i tals que el seu producte sigui maxim.
Suposem que els nombres sén x i y:

x+y=34 = y=34-x

Busquem el producte maxim:

P=xy=x(34—x) = 34x—x?

P'=34-2x

P'=0 = 34-2x=0 - x=17 = y=17

Comprovem que el valor obtingut és un maxim del producte

P'>0 | P'<0

R VA

Per tant, els nombres sén x =17, y=17 iel producte maxim és 289.



